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HAUPTAUFSATZE 
Der Burgerssche Phasenraum und einige Fragen 


der 'Turbulenzstatistik. 


Von W. Tollmien, z. Zt. in IHlermannsbure. 


I)‘ turbulente Strömunesform ist bekanntlich dadurch eharakterisiert, daß eine stationäre 
oder jedenfalls langsam veränderliche mittlere Bewegung von sehr raschen und un- 
reerelmäßieen Schwankungen überlagert ist. So wenie Hoffnunge besteht, diese komplizierten 
Voreänze im einzelnen mathematisch zu verfolgen, so nahe liegt es, diese Schwankungen 
statistisch zu erfassen. Die Forderung nach einer statistischen Erfassung der Turbulenz ist 
in der Tat seit langem ') erhoben: auch liegen bereits Interessante Ansätze in dieser Richtung 
von Th. v. Karman und J. M. Burgers’) vor. 

/weı charakteristische Schwieriekeiten stehen einer Entwicklung der Statistik der tur- 
bulenten Strömung im Anschluß an «die übliche statistische Mechanık entgegen. Einmal weiß 
man hier zunächst nieht. welehe Individuen man der statistischen Abzählune zuerunde leeren 
soll. wie sie etwa in der Gasstatistik sich unmittelbar ın den Molekülen darbieten. Am 
nächsten würde es dem Hydrodynamıker noch hegen, das kontinuierliche Strömungsfeld aus 
seinen Wirbeln, die näherungsweise als isolierte Wirbelfäden angenommen werden könnten, 
aufzubauen. um dann die räumliche Wirbelverteilune statistisch zu bestimmen. Dieser Wer 
ist ın der Tat von Bureers beschritten. In einem Vortra@ ım März 1951 ın Pasadena ent- 
wiekelte Burgers eine Statistik von Punktwirbeln *) von gleicher Stärke und gleichem Drehsinn 
in zweidimensionaler Strömung olıme mittleres Druckgefälle zwischen zwei geraden, parallelen 
Wänden, deren eine sieh gegen die andere mit konstanter Geschwindiekeit in sich verschiebt 
(„Couetteströmune*). Das Mißlieche ıst, daß man keine rechte Grundlage für die Ausreehnung 
der Wahrseheinlicehkeit einer solchen Wirbelverteilune hat. Das Liouvillesche Theorem *’) 

I, Vorl. insbesondere den Vortrag von R.v.Mises: „Über die gegenwärtige Krise der Mechanik“, d. 7.1, S. 125, 1021. 

’h.v. Karmän: Proe. of the 1. intern. Congress for Applied Mechäanies, Delft 1924, p. 97: J. M. Burgers 
Proe. Koninkl. Akad. van Wetensch. te Amsterdam. Vol. 32, p. 414, 643, SIS: vel. much den Bericht von C. W,. Oseem 
\erh. d. 3. Intern. Kongresses f. angew. Mechanik, Stockholm 1030, p. 5. Die Ansätze, die sieh um den Mischungswe 
rruppieren, sehließen wir im folgenden dagegen aus, da sie bisher mehr phänomenologrischer Art sind. Kine sta. 
Iistische Ableitung des Mischungesweges schlug F. Noether vor, diese Zs. I, S. 224, 1051. Zusatz bei der Korrektur: 
Inzwischen sind drei weitere Arbeiten von Burgers erschienen, am selben Orte, Vol. 36, p. 276, 390, 487. 1033. 
>) Kin Hinweis hierauf findet sieh bei Bureers Im, 1. e SS. 123, Anmerkung ». 
> 


4, Die Begriffe des Phasenranms und des Lionvilleschen Theorems werden später an einem Beispiel in 2eı 
tert, sie sind in der einleitenden Ubersieht aber nieht zu entbehren. 
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eilt nämlich für den Phasenraum der Wirbelkoordinaten nur in dem Fall, daß sich die Punkt- 
wirbel nur unter ihrem gegenseitiezen Einfluß, also auch ohne Wände bewegen: in diesen 
Ausnahmefall läßt sich das Liouvillesche Theorem zenau analoe wie in der klassischen 
statistischen Mechanik beweisen, da Kırehhoff’) für die Bewegung eines solehen Systems 
kanonisehe Differentialeleiechungen aufgzestellt hat. 

Die zweite benutzte Methode lehnt sieh an eine ın der Statistik der Kontinua übliche 
an, bei der die Bewerune des Kontinuums aus KEizenschwinzungeen aufgebaut wird. v. Karmäan 
(l. e.) zerlegt die Schwankungen der turbulenten Bewegruneen ın EKlementarschwingeungeen 
eines einfachen Typus, den er annimmt, ohne auf die hydrodynamischen Gleichungen zurück- 
zugehen und rechnet die räumliche Verteilung der Schwingungsparameter. Trotz der beachtlich 
euten Übereinstimmune mit der Erfahrune muß man alleemein zu Versuchen in dieser Riehtune 
beinerken. daß der Aufbau der Bewerung aus Kieenschwinzeungeen für das hier vorliegende 
hvelrodvnamische Randwertproblem nieht geleistet ist, selbst wenn man das Problem linearisiert., 
was für die ausgebildete Turbulenz nicht einmal erlaubt sein dürfte. 

Im Jahre 1929 machte nun Burzers (Il. e.) einen dritten kühnen Vorsehlag@ für die Wahl 
der Elemente der Turbulenzstatistik. der zu einer methodisch bedeutsamen Entdeckung führte. 
Bureers ersetzt das kontinuierliche Koortinatenfeld, in dem sich die zweidimensionale Strö- 
mung abspielen soll, dureh ein engmaschiges Punktgitter, so daß die Strömung dureh die je- 
weilizen Werte der Stromfunktion in den Gitterpunkten genau genug beschrieben ist. Die 
Werte der Stromfunktion in den Gitterpunkten nimmt Burgers als Elemente seiner Stastitik 
und beweist bei einer Strömung zwischen geraden parallelen Wänden die Gültiekeit des 
Liouvilleschen Theorems für den aus den obigen Stromfunktionswerten «eebildeten Phasen- 
raum, wenn man in den hydrodynamıschen Gleichungen «die Reibung vernachlässigt. Das 
lLiouvilleseche Theorem «ibt dann in bekannter Weise die Grundlage für die Aufstellune 
der Verteiluneswahrscheinlichkeit der Phasenkoordinaten der Strömung. Durgers selbst 
verwendet übrieens zur Konstruktion seines Phasenraums die Stromfunktion der Neben- 
beweeunge. Wir werden «dageren ım folgenden einen „Burgersschen Phasenraum” ver- 
wenden, bei dem die Hauptbewegung mit in die Phasenkoordinaten hineingenommen Ist. 

Die Frage nach der Berechtigung der letzthin genannten Annahme idealer Flüssigkeit 
beim Beweis des Liouvilleschen Theorems hängt nun nahe mit der zweiten charakteristi- 
schen Schwierigkeit der Turbulenzstatistik zusammen. Das vorliegende mechanische System 
ist nämlieh nicht konservativ. Betrachten wir etwa die stationäre Strömung durch einen 
veraden Kanal unter Druckgefälle, so wird dureh die Reibung stets Energie zerstreut, die der 
Strömung eben dureh das Druckgzefälle stets erneut zuzeführt werden muß, um die mittlere 
Strömune stationär zu erhalten. Für die Statistik der Turbulenz legt also der Fall nicht 
so einfach wie meist in der übrigen physikalischen Statistik, wo als einschränkende Bedingung 
für die Verteiluneswahrscheinliehkeit die Konstanz der Energie fungiert. Früher neigte man 
dazu, die Energiebedingung für die Statistik der Turbulenz dureh die Revnoldssche Dissipations- 
beidinzung zu ersetzen. Diese Bedingung sagt nichts anderes aus, als daß der Hauptbewegung 
dureh den Impulstransport der Nebenbewegung dieselbe Energie entnommen und also in die 
nerzie der Nebenbewegung überzeführt werden muß, wie von der letzten dureh die Reibung 
zerstreut wird, damit die Energie der Nebenbewezunge im Mittel stationär bleibt. Diese Be- 
dineunge,. die im Unterschied zur Energiebedinzeung der klassischen statistischen Mechanik 
nur im Mittel eilt, ist von Kärmäan und Burgzers in ihren Arbeiten von 1923 und 1929 
benutzt worden. 

Durch die neuere Entwieklung der phänomenologischen Turbulenztheorie ıst es abeı 
zweifelhaft geworden, ob die Reibung tatsächlich eine so ausschlagzebende Rolle spielt, wie 
ihr durch den Ansatz der Dissipationsbedingung als entscheidender Bedingung für die Statistik 
der Turbulenz zuerkannt wird. Th.v. Karman') gelangte 1930 zu einer sehr befriedigenden Dar- 
stellune der Gesetze des turbulenten Strömuneswiderstandes in Kreisrohren, wobei die Reibung 
nur in einer sehr dünnen Schieht an der Wand berücksichtigt wurde. Die grundlegende 
experimentelle Tatsache für diese neuen Anschauungen ist dabei schon von Stanton ge 
funden. aber erst dureh Karmän in ihrer Bedeutune für die Turbulenztheorie erkannt worden. 
\Mißt man «lie ausezebildete turbulente Geschwindiekeitsverteilune etwa ın Kreisrohren, und 
zwar bei verschiedenen Revnoldsschen Zahlen und auch bei verschiedener Wandrauligkeit, 
so kann man mut enter Annäherung die Verteilune der mittleren Geschwindigkeit 0, ab- 
eesehen von eimer kleinen Randzone an der Wand, in der Form: 


TE 0 7 re ı TI Dn ch. SE De 


‘ ) 
5), Kirehhoff: Mechanik. vo. Vorlesune, oder Lamb: Hvdrodvnamık. 5. enelische oder ?. deutsche Auflage. S 157. 
so, 7} v. Kirman: Mechanische Ahnliehkeit und Turbulenz, Göttinger Nachrichten, math.-phys. Kl. 1930, 


S S meh Verh. des ?®. Interı Kongresses für angewandte Mechanik. Stockholm 1020, Bd. I p. 85 
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ırstellen, wo @,., die mittlere Geschwindigkeit in der Mitte des Rohres, 7, die Schub- 


nannunge an der Wand, o die Diehte der Flüssigkeit, y der radiale Abstand von der Rohr- 
itte und r der Rohrradius ist. Da die Funktion f nieht von der Reynoldsschen Zahl, 

h. der Reibung abhängt, so kann man hiernach für das Innere die Reibune vollständig 
ernachlässigen. Die Reibune und die Wandrauhiekeit hat nur insofern Einfluß, als sıe 
lie dureh die Vorgänge in der Randzone an der Wand erzeugte Schubspannung r, bestimmt, 
nd als außerdem die Geschwindiekeit von dem Innern der Flüssigkeit her sich stetie an 
ie Gesehwindiekeit an der Grenze der Reibuneszone in Wandnähe anschließen muß, also in 
'orm einer Randbedineung. Das ist die in der Kärmänschen Darstellunez benutzte Auf- 
issune, die wir unsern statistischen Betrachtungen ebenfalls zuerunde legen wollen. 


1. Problemstellung. Wir betrachten die ausgebildete zweidimensionale turbulente Kanal- 
trömung zwischen geraden parallelen Wänden, sei sie erzeugt «dureh ein Druckgefälle bei 
'sststehenden Wänden oder ohne ein solehes dureh eine konstante Verschiebung der einen 
Wand in sieh geren die ruhende zweite. Die Reibungszone an der Wand schließen wir aus 
und erzielen den Anschluß an sie dureh eine entsprechende Randbedingung. Zu der allein 
hetrachteten Strömung idealer Flüssiekeit konstruieren wır den burgersschen Phasenraum. 
Wir eeben dann den Beweis des Liouvillesehen Theorems für diesen Phasenraum im 
\nschluß an Burgeers wieder. In unserer Präzisierune der Randbedingungen der Strom- 
unktion dürfte man jedoch einen Unterschied erblieken. Ferner ist, wie wir schon erwähnten, 
in den Phasenkoordinaten bei uns die Hauptbewegung mit enthalten, was für die Gültigkeit 
les Liouvilleschen Theorens belanglos ist, aber die direkte Berechnung der Mittelwerte 
ler Gesehwindiekeit ermöglicht, während in der Burgersschen Orieinalarbeit aus der Sta- 
tistik der Nebenbewegung zunächst der turbulente Anteil der Schubspannung und aus dessen 
Differenz gegen die gesamte Schubspannung die kleine laminare Schubspannung der Haupt- 
spannung gesucht wird, also die Hauptbewegung durch die Differenz zweier nahezu eleicher 
Größen dargestellt wird. Wir vernachlässigen die kleine laminare Schubspannung meist ganz 
in unserem Gebiet (siehe aber die Bemerkung auf S. tt nach (59). 

Bei der geplanten konsequenten Vernachlässigung der Reibung scheidet die Dissipations- 
bedlineune als Nebenbedingung aus, womit wir gleichzeitie eine logische Härte zwischen dem 
Beweis des Liouvilleschen Theorems und den späteren Rechnungen vermeiden. Nach den 
Ausführungen über die „Stanton- v. Karmänsche Regel" (1) und den maßgzebenden Einfluß 
der Schubspannung liegt es nahe, die Schubspannung 7 vorzuschreiben, die sieh an jedem 
Punkte leicht aus dem dureh die Randzone der Strömung aufgeprägten r, berechnen läßt. 
\lan sollte erwarten. daß durch die Vorsehrift von r, d.h. des Mittelwertes des Produktes 
der beiden Gesehwindigkeitskomponenten, in Jedem Gitterpunkte eine starke Bindung erzielt 
werden würde. 

Doch schränkte dies System von Nebenbedingungen den möglichen Bereich der Strom- 
funktionswerte nieht in der riehtigen Weise ein, so daß das System der Nebenbedingzungen 
unter erößtmöglieher Erhaltung der Grundanschauung erweitert wurde. Dies führte uns dazu, 
kechenvorschriften allgemein für Nebenbedingungen auszuarbeiten, die quadratisch und linear 
ın den Phasenkoordinaten sind. 

Diese Konsequenzen unserer Ansätze konnten wir streng ableiten, während die bisher 
mit Hilfe des Burgersschen Phasenraumes durchgeführten Reehnungen sıch auf mehr oder 
wenizer unsichere Abschätzungen stützten. Unsere Resultate geben vor allem auch einen ein- 
deutieen Beitrag zu der grundsätzlichen Frage, welchen Einfluß das künstlich eingeführte 
Punktgitter auf die physikalischen Ergebnisse hat. Diese Frage ıst schon früher mehrfach 
aufeeworfen worden. ohne daß aber eine bestimmte Stellunenahme mögrlich gewesen wäre. 
Das Gewicht unserer Untersuchune verlagerte sich schließlieh von der einzanges skizzierten 
physikalischen Fragestellung mehr auf die letztzenannten methodischen Probleme. 

Wir führen unser Programm nunmehr im einzelnen durch. 


2. Konstruktion des Burgersschen Phasenraumes und Beweis des Liouvilleschen Theorems. 
/ur Konstruktion eines Phasenraumes für die ebene, ausgebildete turbulente Strömmne im 
anal mit parallelen Wänden betrachtet man ein Stück des Kanales von der Länge L, die 
roß im Verhältnis zur Kanalbreite, aber endlich ist. Die Koordinatenachse .r ist parallel 
(ler Längsachse des Kanals, die y-Achse ist senkrecht dazu: die zugeordneten Geschwindig- 
keitskomponenten sind « und ». Die Strömung soll „in der „-Riehtung ausgebildet” sein, 
womit gesagt werden soll, daß alle zeitlichen Mittelwerte über die Geschwindigkeitskom- 
»onenten unabhängige von x sein sollen. Wir behalten uns vor, ein von dem üblichen ver- 
chiedenes Nullniveau der Geschwindigkeit einzuführen, da ja wegen der Ausschaltung der 
kandzone an der Wand die Gesehwindiekeit der Wand als solches ausscheidet. 5b sei die 
Breite unseres Gebietes, die also nur wenig von der Kanalbreite verschieden ist. 
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In das Gebiet lezen wir mit Burgers en nach den Koordinatenachsen auseerichtetes 
quadratisches Punktgitter mit der gegen die Kanalbreite sehr kleinen Maschenweite &. Die 
Koordinaten der Gitterpunkte sind also dureh ganzzahlige Vielfache von & gezeben, Der 
Strömuneszustane soll dann dureh die jeweiligen Werte der Stromfunktion y in den Gitter- 
punkten genügend genau charakterisiert sein, insbesondere sollen die Geschwindigkeiten sich 
dureh Differenzenquotienten im Punktgitter ) an Stelle der entsprechenden Differentialquo- 
tienten im  kontinuierliehen Koortdinatenfeld darstellen lassen. Jeder Strömungszustand 
ist demnach dureh N Zahlen y, charakterisiert, wo N die Anzahl der Gitterpunkte 
annähernd hi und 7, der Wert der Stromfunktion im 4-ten Gitterpunkt ist und also A von 
| bis \ geht. Übrigens wollen wir die in den Gitterpunkten je nach Bedarf dureh einen 
Ortsindex oder dureh die alten Koordinaten .“, y auszeichnen. 

Diese Zahlen 7, werden nun als Koordinaten eines \-dimensionalen Phasenraumes ge- 
nommen, so daß jeder Strömungszustand «dureh einen Punkt in diesem Phasenraum gegeben 
ist. eine Reihe von zeitlich aufeinanderfoleenden Strömuneszuständen dureh eine Linie. 
Nun kann man über eine solehe Bahn eines Phasenpunktes wenig aussagen. Man betrachtet 
daher eine eroße Anzahl von Strömungeszuständen ın ihrer zeitlichen Entwieklune und sucht 
Merkmale auf, die allen gemeinsam sind. 

Der Phasenraum wird also von einem Nebel von Phasenpunkten erfüllt gedacht, was 
also der Annahme von allen mögliehen Anfangszuständen entspricht. Für den Phasenraum 
der klassischen statistischen Mechanik zilt nun der wichtige Satz, daß «dieser Nebel als 
Abbild der zeitlichen Entwieklung der im Phasenraum dargestellten Zustände eine Bewegung 
wie eine inkompressible Flüssigkeit hat. Dies „Liouvillesche Theorem* gilt merkwürdiger- 
weise auch für den Burgersschen Phasenraum. 


Tr BR: Oyı; ke 
Bezeiehnen wir mit 7, die zeitliche Ableitung vi d. Ih. die Gesechwindiekeits- 


komponente eines Phasenpunktes in Riehtung der A-ten Phasenkoortdinate, so lautet die Be- 
dinzung für «ie inkompressible Bewegung des Phasennebels: 


\ 
\ &: IL 
r 0 2) 
En ( u’ 
k=} 
NER Or =” 
in genauer Analogie zur Inkompressibilitätsbedingung der Hydrodvnamiık. - mıßt dabeı 
ey, 


die Änderung von ';. wenn die Stromfunktion nur im 4=ten Gitterpunkte, d. h. eben y, 
allein geändert wird. 

Nun wird der zeitliche Ablauf der kontinuierlichen Stromfunktion y' in idealer Flüssigkeit 
dureh die bekannte „Wirbelgeleiehunge* bestimmt, die dureh Elimination des Druckes aus den 
K"ulerschen Differentialeleichungen entsteht: 


Of Oo du Or OyYy 
aM r E 


N 


oyody OAyody 


Ü 4 Öx dx oÖ Y 


ly (a), 
aus der sieh mit Hilfe der Greenschen Funktion G (r, 97, &. 7) der Potentialgleichung, die zu 
den betreffenden, später formulierten Randbedingungen gehört, y in der Form: 


( yvO I: () vo ly'| 


lan, ap) \\dsd, mM, N: u Tr (h 
ir E s / 


/ 
darstellen läßt. 5,7 sind daber die Koordinaten des singulären oder „Wirbelpunktes“ der 
(reensehen Funktion: y wird in dem Integral als Funktion dieser Koordinaten betrachtet. 
so daß die Diflerentiation und der Laplacesche Operator I sich auf diese Koordinaten 
beziehen. 
. (\ y" .. .. ® 1} v x 

Um nun auszureehnen, wäre es am natürlichsten, das Punktgitter an Stelle des 

04’ 

kontimmerliehen Koordinatenfeldes «leich ın die Wirbeleleiehune (3) einzuführen, also die 
räumlichen Differentialguotienten von y' dureh Differenzenquotienten zu ersetzen‘).  Be- 


! 


‘), Zur Bezeichnung der Differenzenegnmotienten vel (39). 


>) Iberdie Beziehnngen zwisehen partiellen Diferentialgleichungen und Differenzengleichnngen vel. insbesondere 
R. Conurant, KR. Friedrichs und I. Lewy: Math. Annalen Bd. 100, S. 5°, 1998. Die Differentialeleichung (3) Fir 7 ist 
hinsiehtlieh v und 7 vom elliptisehen 'Vypus, so daß die Konvergenz der Lösungen der Differenzeneleichnune nach denen 


der Diferentialeleichunge weiteehend von der Wahl des Punkteitters unabhäneie sein wird. 
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‚uemer ist es aber, von der ursprünglichen Form der Wirbeleleiehung (3) im kontinuierlichen 
Koordinatenfelde auszugehen, da bei Verwendung dieser Differentialgleiehung ein geläufigerer 
Pormelapparat zur Verfügung steht als bei der entsprechenden Differenzengleichung. 

Na 

L bestimmt sieh im Punktgitter, indem man die Stromfunktion nur im Z-ten Gitter- 

Gyr 
punkt ändert und die zugehörige Änderung von 4" in demselben Gitterpunkt ausrechnet. Im 
dem kontinmierlichen Koortdinatenfeld varmeren wir 7 naturgemäß ın einer kleinen Um- 
vsebung des Punktes A (mit den Koordinaten .«. y) und reehnen hierzu y. Mit » wollen wir 
die radiale Entfernung von dem gerade betrachteten Punkte kr. y) bezeichnen, mit 9 den 
Winkel um diesen Punkt als Scheitel. Es wird genügen, die Variation dr, die wir an 
anbringen, als eine sehr rasch für wachsende r abklingende Funktion von r alleın anzunehmen, 
die wir o (r) nennen wollen”). Die zugehörige Änderung von > im Punkte ., y bestimmt sich 
nach (#4) aus: 


dyvolyv oOyeodly) 


A 5 j / l p 
Vırdkla, ıy) \\dsdı (dr. y,£,1)0 3 (.»). 
a Er J 07 08 0027) 
\lıt Burzers trennen wır G ın seinen singulären und reeulären Teil: 
(li 2 log | IS Mb u 7 YA (ı (X,Y4,°%,9) = log >72, 9,5,00, « 
und reehnen die entsprechenden Teile von 7) getrennt. Der erste Teil von d ist also 
En en . Az 
2 \\dsd lor (E ei? | 3 )” A & ya 4 E u t = | (7). 
rt). \ li nn. m£ 0s en ) 


Dieser geht nach Einführung der Polarkoordinaten r und 9 über ın: 


SF 
Jar un Tr ” 
Ä \ \drdo loe rd \ / A re. & | 
un). O9 or or 00 | 
ı u 
- ö . . . Q 0 y' | 0° y > . - 
I «drückt sieh in Polarkoordinaten übrigens dureh Ir, og, aus. Berücksichtigen 
rör or 0u 
wir, daß O9 y'  otr) sein soll, so erhalten wir 
n 2 
jur. En ’ \ 43 
| \ dr Addeh e h 
an). = I) Or Or 09’ 
u u 
woraus durch eine partielle Integration nach 
fi +) r 
| \ \ / I, Q 1 Ü his) N ı Aa, (0) 
drdı vv _ „.lloer v. „lloer 
=»). 09 Or 9% or 
[5 IE 
wird. Also reduziert sich 9 auf 
2, ivdAv AvdAw 
i Joy v ya y'| 
rl, ıy) \\dasd,6*o ; ee 00 PO ER Er ee 3 Sr sl 76 lcd ; (S). 
J b | Dr O& VE NET 


Dies formen wır ın der von der Variationsreehnune her bekannten Weise um. so daß nur 
noch 9, und mieht mehr seine räumlichen Ableitungen auftreten: 


\ 


a „Oy 
Vak, ) \\asdı & Ks — 
Ar 07 


ı(« r lyı ) 
1 
Cu 


x ( 
(@ 7 | / 


„0y\\ 
I1G El?" (d). 


| \ - 
( En / En 


/ 
Da dy nur in einer sehr kleinen Umgebung von &  ., 7 9 von O verschieden ist, so kann 
man den Klammerausdruek ın den Inteeranden dureh den Wert an diesem Punkte ersetzen, 
so daß schließlieh 


\ \ lı, N Nıyr\ N N ER \ \ayp .. 
( FR / ( ON ( Br / ( .oy 
klar, m) (a | 4 . I a 16? IX Yyrdedn (1), 
: 7 Tr: 05 9 „) y: 9 7 ur El: W; 
N 7] 


»), Man könnte die Betrachtung vervollständigen, indem man Für dv eine Fourierentwieklung nach 9 ansetzt, 
von der o(r) das erste Glied darstellt. 
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kehren wir zum Punktgitter zurück, so ist 94, unmittelbar dureh 947 (a, y) gegeben. Zwischen 
der Variation von y im Punkteitter 9, und der Variation dy im kontinuierlichen Koordi- 
natenfeld besteht die foleende Beziehung: 


er oy Vydzsdı . Va Ge a ee 


da das y in einem Gitterpunkt die Stromfunktionswerte im kontinuerlichen Koordinatenfeld 
für ein kleines (uadrat der Größe #° repräsentieren soll. Daher ist nach (10), wenn wir den 


Jortieen Klammerausdruek unter Benutzune von 1G* 0 umformen., 
( ) IR (ı 0 | Ö Y ("GG | k y Q y' | [> 
i 2 = | (121. 
N I\0& On’ J=x,0r0y \Fonkex,\d a Vor) 
7 ) „ 


Bılelen wir hieraus. wie zum Beweise des L 10 uvıllesechen Theorems erforderlich. die Summe 
über alle Gitterpunkte, so wird bei eenürend kleinem : 


' \ 
ar dedy . (15). 


0 & 0y° K:exr,0r0y VEON/—x.\O x or 


An dieser Stelle greifen entscheidend die Randbedingungen ein, die wir für y und damit 
auch für G vorschreiben. 
Da wir an den Wänden die Reibunesschicht vernachlässieen. kann man nieht mehr das 


Verschwinden beider Geschwindigkeitskomponenten an den y-Grenzen fordern, dagegen wird 
’ Zu Or 
man noch das Verschwinden der Normalkomponente der Geschwindigkeit, ‚ „ verlangen 


( ar 
können, wie man aus Erfahruneen bei der Theorie der Grenzscehiehten und der Entstehung 
(der Turbulenz schließen kann. 
\Wır holen nun die bislane aufzresehobene Einführune des Nullniveaus der Geschwindig- 


Oy 


keit nach Da weeen der oben anzenommenen Randbedinzune. \ « 0. niehts über die 
Grenzen unseres Gebietes ausströmt, so muß durch jeden Querschnitt in Jedem Augenblick 
dieselbe Menze strömen, wenn man nicht annimmt, daß die Flüssiekeit in dem sehr langen 
hanalstück als Ganzes hin und her schwingt. Dieser Fall scheidet bei einer ım Mittel 
stationären Strömung jedenfalls aus. Die mittlere Durchbflußzeschwindiekeit (Durchllußmenge 
ividiert dureh Querschnitt des Gebietes) führen wir als Nullmiveau der Geschwindigkeit ein, 
d. I. die Flüssiekeitsbewerunge wird auf ein mit der mittleren Durchflußzeschwindigkeit des 
Gelnetes bewegtes Koordinatensvstem bezogen. Man kann demnach an den y-Grenzen y =0 
setzen 

ls ist zunächst nieht reeht klar, welehe Randbedinzung man an den „-Rändern zu 
wählen hat, da ein Verschwinden von Gesehwindigkeitskomponenten hier nieht in Frage kommt, 
weil wir uns auf die in der „-Riehtunge ausgebildete Strömung (ohne An- und Auslauf) be- 
schränken. Bei Burzers (l. e.) wird diese Frage offenzelassen. Wir haben uns dafür ent- 

N 

schieden, zu fordern, daß |. und y an beiden «-Rändern bei gleichen y gleiche Werte haben 


0) 

„Randbedlineune der Periodizität”). Diese Bedinzeune steht einmal nieht mit der Forderung 
von „unabhängiger Hauptströmung in Widerspruch, ist mathematisch einfach und dürfte auch 
nieht allzu eng sein, da über die „Periodenlänge* I niehts vorausgesetzt wird. Unsere Schluß: 
ergebnisse sind denn auch von L unabhängige. Wenn man übrigens die geradlinige Couette- 
<trömung als Annäherung an die Couetteströmung zwischen zwei rotierenden Zylindern mit 
eroßem Radius und kleinem zeeenseitigen Abstand auffaßt. so gilt die Bedingung der VPerio- 
dizıtät exakt, wenn 4 der Zylinderumfang ist. 

Uber die diesen Randbedineuneen entsprechende (reensehe Funktion @G lassen sieh 
leicht einize Aussagen machen, indem man die dureh @ als Stromfunktion dargestellte Potential- 
Strömung aus Ihren Singularitäten aufbaut. In den singulären Punkt von G (w=S, yon), 
der ın unserm Gebiet heget, wird ein Punktwirbel gelert: bei Fortsetzung des Gebietes über 
die „Grenzen hinaus nach beiden Seiten ins Unendliehe kehrt der Wirbel in diesem Streifen 
unverändert je mit den „-Abstande Z bei demselben y wieder. Der Streifen wird noch 
dureh wiederholte Spiegelung an den Grenzen ın die ganze Ebene fortgesetzt. Das Strömungs- 
feld von G" entsteht aus dem oben konstruierten von G, indem man nur den einen Wirbel 
In. .2, 9°. wegläßt. G und damit auch G@* sind symmetrisch in , y und &, »,, wie ıman 
aueh bei unsern gemischten Randbedinzungen in der üblichen Weise zeizen kann. Die an- 
erebene Konstruktionsvorsehrift für die Greensche Funktion zeiet, daß der einzige aus- 


ezelehnete Punkt in bezug auf «die «-Riehtung der Wirbelpunkt ist, dagegen nicht die an- 
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nelieh angenommenen „Grenzen des Gebietes. Aus den aufgeführten Eigenschaften von G 
‚w. G* folet. daß beliebige Differentialquotienten von G” nach Z und 7 im Punkte == .r, 
y von « unabhängig sind. Insbesondere können wir 


a Bere ae ee 


setzen. Wo I ’) eine Funktion von allein Ist. Kerner verschwindet weeen der Symmetrie des 


Wirbelfeldes von G* die Querkomponente der dureh G* dargestellten Strömung auf der Linie £= .r, 
u Die 
( I . . . 
h. . . Ist dort identisch 0, woraus 

() CS 
(0 fı _ 
I=-—- | a er 
109% \ 


\ Lob 
Tau ER \2 
\ 0 i ( 7 
#——al\/  ded 
a (,) d.r dı 
(\ 1 "1 \ \ ® (\ ey ( 7 « J 
I, | 00 


Die Inteeration nach .z werde ausgeführt, so daß 


\ h 
\ ‚N ur, e r a) 1" ri) 1j' 
—— Ö y 5 \ ö B N) Fi Erg () | dy R . (16) 
I, ) u 


wird. Der Ausdruck auf der rechten Seite verschwindet aber nach der für y an den 
r-kändern vorauseesetzten Randbedineung der Periodizität. Damit ist das Liouvillesche 
I heoren bewiesen. 

Dies Liouvilleseche Theorem machen wır nun in der üblichen Weise zur Grundlage 
für die Aufstellung der Verteilungswahrscheinlichkeit der Phasenpunkte auf die verschiedenen 
(Gebiete des Phasenraumes. Wegen der inkompressiblen Bewegung der Phasenpunkte tritt 
keine Zusammenballung der Phasenpunkte in bevorzugten Gebieten des Phasenraumes ein. 
Wenn man keine einsehränkende Bedingung hat, wird man daher die Wahrscheinliehkeits- 
liehte für das Auftreten eines Phasenpunktes an irgendeiner Stelle des Phasenraumes als 
konstant im ganzen Phasenraum annehmen. 

Man macht nun die weitere Jdealisierung, daß man den betrachteten Phasennebel in 
einzelne Phasenpunkthaufen unterteilt denkt, ın denen die Phasenpunkte so nahe beieinander 
lieren sollen, daß die dureh sie charakterisierten Zustände als gleich betrachtet werden können 
und man demzemäß die Zustände dieses P’hasenpunkthaufens duren den seines Zentralpunktes 
ersetzen kann. Wegen seiner Inkompressibilität nimmt jeder Phasenpunkthaufen stets den- 
selben Raum ein, und man teilt entsprechend den Phasenraum ın Zellen gleicher Größe, in 
denen keine Verschiedenheit der Zustände angenommen wird. Wegen der Beschränktheit 
von »" Ist der Phasenraum beerenzt und die Anzahl der Zellen endlich. Nach der Voraus- 
<setzune  eleiehförmizer Wahrseheinlichkeitsdiehte wird die Wahrscheinlichkeit einer be- 
<timmten Verteilung von M Phasenpunkten auf die Phasenzellen einfach dureh die Anzahl 
der Möglichkeiten gemessen, mit denen die Phasenpunkte in der angegebenen Weise auf die 
Zellen verteilt werden können, woher Vertauschungen der Phasenpunkte innerhalb einer Zelle 
nieht mitzezählt werden dürfen, so daß, wenn n, die Zahl der Phasenpunkte in der ersten 
Phasenzelle. », «die in der zweiten usw. und ./ die Gesamtzahl der Phasenzellen ıst, die 
Wahrsecheinlichkeit einer Verteilung 

W (1%) 
vird. 

Die statistische Methode besteht nun «darın, daß man statt der zeitlichen Mittelwerte 
(ber ein einzelnes System, etwa genommen aus ‚zeitlich äqudıstanten Zuständen, «die 
\ittelwerteigenschaften der im Phasenraum dargestellten Systeme aufsucht, also einen Mittel- 
wert über M im Phasenraum dargestellte Systeme nimmt. 

Die Verteiluneswahrscheinliehkeit dieser letzteren ın Formel (17) formen wir mut Hilfe 
er Stirlinesechen Formel um, indem sowohl M, die Gesamtzahl der Phasenpunkte in den 
Zellen, als aueh die »;, die Zahl der Phasenpunkte ın der jten Zelle, sämtlich groß ange- 


nommen werden. Wir setzen zuerst »;  v;M, so daß, da In; M ist, 
j 
3 vr; B4 (IS) 


/ 
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ist und ferner der Mittelwert irgendeiner Größe f gleich 
f Di BE 3 ao | 6 MR 


wohet «die Summation über alle Phasenzellen zu erstrecken Ist. Nach der Stirline schen 
Formel wırd sodann 


lox W \ ae v\ 


2 u; low 


Be HM ed (20). 


\/ 


3. Nebenbedingungen zweiten Grades in den Phasenkoordinaten. Außer «er selbstver- 
<tändliehen Nebenbedinzung (15) sind nun noch einige andere gegeben, umd zwar sollen 


einige Mittelwerte von Funktionen F,.F,... der Phasenkoordinaten y',, d.h. N, 


I m J 1.23 
n 
N. voreesehriebene Werte haben. Die eine Klasse dieser Nebenbedimeungeen soll 


dabei quadratisch in den > sein, da z.B. die Schubspannung bzw. die mittlere Energie des 
Systems gereben werden wird, während die andere Klasse dieser Nebenbedingungen linear 
in den vr ist, da wir, um den Anschluß an die von unserer statistischen Betrachtung ausge- 

Reibungessehieht unmittelbar an der Wand zu erzielen, an einigen Stellen die 
Mittelwerte der Gesechwindiekeit vorschreiben müssen. Wir entwickeln zunächst eine Methode, 


schlossene 


die allgemein für Nebenbedingungen, die in den y vom zweiten Grade sind, zutrifft. 
Indem wir in üblieher Weise die wahrscheinliehste Verteilung der Phasenpunkte be- 
stimmen, erhalten wir aus (20) dureh Differentiation nach den »v; 


Jlor W M > klogy; +D)dv;=0 . ...... (21a). 


aus (18): 


ss nr nr 2. + (21b) 


md aus den eben erwähnten miehttrivialen Nebenbedinzungeen 


vr dt, > Fr:öv=h. .. . > 0. 5 „fRle) 


——— I — J / 


usw. woraus dann unter benutzune Lagrangescher Multiplikatoren 4. as re 
Gleichung folgt: 
oa» =4,+4, 1 i,.F, (22) 
oder mit einer neuen Konstanten «a: 
y (TENXD (7, M En F, EUER: (Ten 0 ar I 


wober exp d...) die Exponentialfunktion bedeutet!" Damit ist v» als Funktion der in den 
FF enthaltenen Phasenkoordinaten y' bestimmt. Da die Fvom zweiten Grade in den y 
sem sollen, so stellt 125) eine „mieehrdimensionale Gaußsche Verteilung" dar"). 

Ineessen ist die Berechnung irgendwelcher Mittelwerte mit Hilfe des obigen Exponential- 
ausdruekes für vr infolge des unübersichtlichen Eingehens der sehr vielen Koordinaten ' noch 
nieht mörlıch. Zu einer solehen Bereehnung gehen wir so vor, daß wir ın dem Ausdruck (22 


die Form abtrennen, die «uadratisch in den 3 ist. Diese Form bezeichnen wir mit 


[2 ”„ 
dla) > a au; u er ne 
kı=lkaml 


» ist «he Anzahl der Varmablen 4 in der quadratischen Form, die wegen der Randbedingungen 
kleiner als \ Ist: lerner soll ka Ansıkı sein. was nur eine besondere Schreibweise he- 
deutet. Diese Form wollen wir in eine rein «quadratische 


n 
‚a 2 .)” 

dlır, a) Pe 7 5: 17 er er eo x 2 a 55 

Die hi vegrebene X\bleitung dieser bekannten Formel ist kurz, aber nicht ganz exakt (vel. 2. DB. die Veın 

line d Sf | weseht Formelf, Wir verweisen Fir eine tiefere Begründung auf R. v. Mises: Wahrscheinlich 
Isreehnung . lu 1) ml Wien 1051, 13,1 bis 4 insbesondere Gl. (27) 

11) Pine Pis sion der mehrdimensionalen Gaußschen Verteilungen ist bei v. Mises (1. e.) > 6b reeeben,. aber ın 

kichtung, als wir sie hie hranehen Die dortiee Diskussion Ist aber maßgebend Fır die Verwendunge einer 

dimensionalen Gaußsche Verteilung (von 5 Geschwindigkeitskomponenten), die H. Ertel nenerdings (diese Zs. 11. 
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sınsformieren, indem wir die y durch eine lineare Transformation in die g umwandeln. 
)jese „Hauptachsentransformation“ ist nicht eindeutige, wir wählen aber eine Orthogonaltrans- 
ormmation. Dann ist der Reehnungsgang folgender'’): 

Kin System von Werten y, bis y", bezeichnen wir als #-dimensionalen Vektor. 
\us a auf die Vektorlänge I normierten und zueinander orthogonalen Lösungen des Gleichungs- 


Vsfellls: 
£ I 
U, Us ul a, 
ty, Re? Fer? N 
(26) 
Az Yıda Fr “ VER +. T  Aluın Yu an) IT 





werden «ie » „Hauptachsen“ oder „Eigenvektoren* der quadratischen Form bestimmt, die 
wir mit 7; bezeiehnen wollen, wo 7 also die Nummer des Kigenvektors ıst, während wır m 
/;, die Komponente des Eigenvektors parallel der Achse y, bezeichnen. Indem wir die 
Variablen g als Komponenten der y in den neuen Achsriehtungen 1; definieren, erhalten wir 
n 
v} 5 
und (25). me 
Die „eharakteristischen Zahlen” 2 sind die Wurzeln der „Säkulargleichung*, die dureh 
Nullsetzen der zu dem Gleiehungssystem (26) gehörenden Determinante entsteht. Statt die 
/;, als Komponenten des Eigenvektors auf die y,; zu beziehen, die ihrerseits ‚auf die Gitter- 
punkte dureh den Ortsindex # bezogen sind, kann man auch direkt die I;, auf den Ortsindex k 
beziehen. wonach 1, die Gesamtheit dieser Werte, als diskontinuierliche „Eigenfunktion” ın 
dem Punktgitter erscheint. Die y; sind hiernach die Entwieklungskoeffizienten der Funktion y 
nach den Eizenfunktionen 1;: 


l;, di: ö & . . ° . . . s . . . . (27) 


ka, 


Eh &ı% ale 


Diese Deutunze halten wır ıım folgenden fest. 

In den uns interessierenden Fällen geht man dabeı zur Gewinnung dieser Kigenfunktionen 
am besten wie folgt vor. Das lineare Gleiehungssvstem (26) ist auch durch folgendes Extremum- 
problem definiert, wie man sofort dureh Vergleich der Resultate sieht. Gesucht sind die 

n 
N, 
1 
bei ibt eine zu einem bestimmten z gehörende Eigenfunktion ein System von Werten 7, 
die der Form ty, y) gerade den betrachteten Wert 2 geben. Die Kizenfunktionen müssen 
die Orthoronalitätsbedineuneen erfüllen 


ıtrema 2 der quadratischen Form Il, y') unter «der Normierunesbedineung TUT Fig l; «da- 


„ 


h. 3 l;.; 0 für v ’ MR 


7 
I l 


Durch die Extremumsforderung gelangen wir leicht zu einer das Iineare Gleichungssystem (26) 
ymbolisierenden Differenzengleiehung, bei der natürlich die RKandbedingungen, wodureh die 
Variabilität der > eingeschränkt ist, berücksichtigt werden müssen. Aus Angaben über die 
l,ösune der Differenzeneleiehunez werden wir unsere Schlüsse ziehen. 

Das Volumen einer Phasenzelle ist invarlant gegenüber der orthogonalen Transformation, 
da die Funktionaldeterminate der y nach den g den absoluten Wert I hat. Da» dureh eine 
uxponentialfunktion definiert ist, deren Exponent neben in y linearen Bestandteilen von der 
uadratischen Form 9 gebildet ist, und da » mit positiv oder negativ sehr großen y' ver- 
schwinden muß, so müssen, wie man nach der Transformation auf die g sofort sieht, die 2 
negativ sein, d.h. die quadratische Form muß negativ definit sein. In 9 stecken noch die 
bislang unbekannten Lagrangeschen Multiplikatoren, auf deren Berechnung wir hier noch 
nieht einzehen brauchen. 

Die Erfüllung der notwendigen Bedingung über das negative Vorzeichen der z wird für 
(las Folgende vorausgesetzt. Nunmehr sollen einige Mittelwerte von y' berechnet werden. 
\Wır formen zunächst die Größe 


403: 2) GE GE 
/ 


12, Zur Theorie der Hauptachsentransformation vel. neben Lehrbuechern der Algehra z. Bb. Frank v. Mises: 
llerentialgeleichungen der Physik. ?. Auflage Bd. 1, Braunschweig 1950, 8.61, oder Courant- Hilbert: Methoden der 
athem. Physik, 2. Auflage, Bd. I, Berlin, 1031, 8. 20, 
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um, wober die Summe über alle Phasenzellen erstreckt ist, indem wir v als Funktion der neuen 


Varnablen 4 betrachten 


ersetzen. SO daß 
+ I I + I 
% A\etrı 79 ert a 
J I 4 
Das mehrdumensionale Inteeral ist also in ein Produkt von 
I ıst eine Konstante, die aus der Konstanten a in (23) nach 
einer Phasenzelle entsteht. Die e rühren von den in y 


Nach der ersten Nebenbetdineune (15) ist Z eleich 1. 
die zweı Formeln. die man durch partielle Integration erhält: 


% J 
( Ü f. ( 
\« ! da 2, \ de’ da 
4 JS 
J J 
u | 
\oy°e de | u pr \\e ! da 
J JF 
Mit ihrer Hhilfe erhält man folgende Mittelwerte der q: 
0; 7 C; 
( 4 
di 2x; ax; 
i' { 
( 2 für 0 / 
Baar lx;, Kin ne | 
| C; 
es 2%; x; 
Halt man (dla) und (Ble) zusammen. so erhält man als 
Schwankung vong; den Wert 
2%; 
Die \lıittelwerte der ı? lassen sieh nıım sofort hinschreiben. 


u" # ‘ / -.) | e 
oz u AED Ai 
och | 
| ö ( 
! l 7 > \ / l.ı N 


so «dab de (hie Entwieklungskoeffizienten von 7 nach den 


-) 


Fo, 


einfachen 
Division 
linearen Bestandteilen 
Wegen der negativen z bestehen weiter 


Mittelwert 


und «die Summe dureh ein Integral über den ganzen g-Raum'*), 


(29). 


Interralen zerfallen. 
dureh das Volumen 


der F her. 


(0) 





(ala). 


(lb). 


(le). 


des Onadrates der 


Nach und (la) ıst 


(27) 


*).) 
(9). 


Kıeenfunktionen «darstellen. 


Die Geschwindigkeitskomponenten der Flüssigkeit waren im kontinuierlichen Koortdinaten- 


\ ’ . 
0% 


og . ö ur 
fell dureh partielle Differentialguotienten von y' |, und 2 
(4 0) 


eereben und sollen nun im 


P’unktgitter dureh entsprechende Differenzenquotienten dargestellt sein. Wir führen folgende 
Bezeichnungen ein: für den „vorderen“ partiellen Differenzenquotienten einer Funktion für, ): 


fir ey) 


| ie, y) 
fr | 


ir den „Iunteren” partiellen Differenzenquotienten 


Kun face 


während wh 


ar ey) 


(Hill, 


(5b). 
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EATEE } 


ls „zentralen” partiellen Differenzenquotienten bezeichnen wollen. 


wire keit ınleye (re117«4 
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Wir geben nun Ausdrücke für die quadratischen Mittelwerte der Geschwindigkeits- 
oınpenenten, zunächst für y,.y,. Nach (27) ıst 


ya Me 2 dk Pir 
i i E ’E 
=() 
ei : . N. 
n% 


Die Werte der Eieenfunktion in (34) sind natürlich an derselben Stelle «, y zu nehmen, 
lie der Mittelwert bestimmt werden soll. Nach (1b) und (3le) erhält ınan 


ns \ ia \ dl, Cj, Cio \ , ; | 


ra ' u iı)a (die), | ö A 
zn ——— Aiıfia 


ty 2 ! 


ie erste Summe wird nach (32) umeeformt: 


’ | 
\ (1): (yo; 


7 - nn, 
! 


vy,zly)kWy), 
ID: nun nach Voraussetzung y von „ unabhängig sein soll, so ist schließlich 


- m An 
i'x U’, (l;), (1;),, .) . . ’ . . r . . . . . (.>)], 


Die beillen anderen quadratischen Mittelwerte werden: 


1, h “ l .)4* X » \ 2 ’ | ' .— 
y,P= \ II 186), lyr „| Maus, len + BE. 


/ i 


"erner ist nach (25) und (le) 


n n 
y y 
— n ( 
kr, ıy) \ %; 0; = \ (>). 
EEE nd BR nn | Hi 
l ] ’ | 


/erlegen wir 3» in den Mittelwert 7 und die Schwankung y", so sieht man nach (dla), daß 


Ä 


der Mittelwert der quadratischen Form der Schwankungen von yr: 


eier n 


iu, y") ») . ° . er Mr . € r 2 R x - 3 i j . ’ (3) 


wird, wo », wie gesagt, die Anzahl der Eigenfunktionen oder der 4 ıst. 


4. Vorschrift der Energie. Wir wählen die quadratische Nebenbedingung zunächst 
besonders eimfach. Es seı nämlich die mittlere kinetische Gesamtenergie der Strömung 
vorgeschrieben. Obwohl wir sıcher sind, daß diese Bedinzune für die Turbulenzstatistik 
nicht hinlänglich ıst, werden wir doch dureh die Diskussion dieses einfachen Problems manchen 
methodischen Aufschluß erhalten. Abgesehen davon hat dies Problem auch an sich Interesse, 
da es von Burgers unter Benutzung eines anderen Phasenraumes'’) gerechnet wurde und es 
canz wünschenswert ıst, wie Burgers seinerzeit hervorhob, dies Problem auch mit Hhilfe 
des y-Phasenraumes zu behandeln. 

Außerdem sollen noch lineare Nebenbedingungen zezeben sein: denn um den Anschluß 
an die von unserer Betrachtung auszeschlossenen Reibungsschiehten an den Wänden herzu- 
stellen, soll die mittlere Geschwindigkeit, d. h. y, für zwei Werte von , die mit y, und 9, 
bezeichnet werden, im ganzen .-Bereich vorgeschrieben sein '”). 

Die quadratische Form 9 ist hier also mit a als betreffendem Lagrangeschen 
\ultiplikator: 


over 2... HN 
\ Y 


vober die Summation über alle Gitterpunkte des Bereiches zu erstreeken ist, Indem wir 0 
unter der Normierungsbedingung 


9.0 ER Ä a Am 
A Y 


14) is handelt sieh um den in der Kinleitung bereits erwähnten (zweidimensionalen) Phasenranm der Koordinaten 

\ittelpunkte von isolierten Wirbeln. Exakte Punktwirbel darf man natürlich hier nieht annehmen, da diese um 

dliehe Energie ergeben würden. Burgers denkt an Wirbel mit sehr kleinem kreisförmigen Wirbelkern vel. Lamb 
e_ loS). 


15) 4, und 4» brauehen miecht mit den Rändern des Gebietes zusammenzufallen 
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Imien. Per Burzerssche Phasenraum «der Turbulenzstatistik 
zum Extremum machen, erhalten wır «die Differenzeneleiehune für «die die Hauptachsen- 
transformation vermittelnden Eigenfunktionen T: 

dl 4 li.r €£, 9) li.r #97 ir, y He) + ld, „ e) lie, y), -z lie, h 0), (42) 
Wenn «a | wäre, stellte diese Differenzeneleichung das diskontinuierlicehe Analoeon zu 
Ditferentialeleiehungz «der schwinzenden Membran dar. 142) läßt sieh mitsamt den Rand: 
bedingungen der Periodizität an den „-Rändern und des Verschwindens an den y-Rändern 
sehr einfach dureh Separation der Variablen lösen. Wir setzen 


Kae, ftigi . re FO a a Gr Ge re 





und erhalten 
ayfla re)giy) + fir yedıy) fıyıy - £)- ftiyiy E) Iftlgiy)y, t ze ftalgiy) ", 


woraus die beiden Differenzengleiehungen für für) und gt entspringen: 


fir +) 2 fla)—+ fir e)+r er fir) 0 ee ee | 
yiy+er)- 2Z2y)ty4ly V+Rk’eyd)=0 .... | 2. (45), | 
wobei x x" ıst. In diesen Differenzeneleiehuneen muß 
dt 
N P,. #8 € v, „ 4 ,. „ € 0 
sem, «damit die Grenzen des Gebietes (re 0, ur nn, 906, 4 h») nieht überschritten 


werden: man hat also beide Male 2 Gleichungen wenizer, als Funktionswerte gesucht sind. 
Nun muß aber für) noch die Randbedingung der Periodizität, y(y) die des Verschwindens 
befmmedigen. Für ft) bedeutet das einfach Übereinstimmung je in den beiden äußersten Punkten: 


(V)=flh—e), DEIN 


Wir erhalten für die f die Kızenfunktionen: 


) Inn “= 3» T : 
O8 l !1] f (e)S 7 
/ I; I. I; / f f 
wo p die positiven ganzen Zahlen von I bis | durehläuft: 2’ wird bei der ersten 
m Be dr 
(von .r unabhänseteen) Eirenfunktion «vleiech ©, bei «den folzenden ıst 2’ e° | sın' / ‚so 


dab man dann zweifache EKieenwerte hat, und bei der letzten Eizenfunktion z’.° I. Wır 


/ 


haben übrigens dabei als eine gerade Zahl angenommen, sonst ändern sich die vor- 
. .. do . l I + D . 
stehenden Bemerkungen unwesentlieh. Analog erhält man für (ap) die Kigzenfunktionen: 
AR gı . . 48 r . h ns D ‚ A) 
„mn, 9, wobei g die positiven ganzen Zahlen von I bis | «durehläuft, und 27. 
) ve ‘ 
I sin? ,, ist. Daß a negativ ist, die Form (41) also tatsächlich negatıv defint ıst, kann 


man jetzt leicht mit Ihlfe der Formel (39) sehen. 


Wir erhalten auf diese Weise soviel verschiedene Eigenfunktionen I, wie Gitterpunkte 
ohne alle Randpunkte in unserm Gebiete vorhanden sınd. 


In elementarer Weise ergibt sich mit Hilfe der Orthogonalität und Normierung «der 
eenfunktionen ! die Entwieklunz einer beliebigen Funktion in dem Punktgitter nach diesen 
zenfunktionen, die nur die Randbedingungen erfüllen muß. Als Spezialfail ergibt sich die 
„Bilinearentwieklune”.  Wandeln wir nämlich mit Hilfe einer Greenschen Funktion 2 die 
Differenzeneleiehune (12) mit ihren Randbedineuneen in eine „Summeneleiehune* um: 


| | 
ı 


(W222 Kayis)liän :.: 2... 2020.20. (46), 


so wird 


R \ la, is, n) 
(wm, 


2 rz ! 


l 





wobeır die Summation über alle Eirenfunktionen zu erstrecken ıst. 
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Bei der Ermittlung von y beachten wir, daß die lineare Nebenbedingung dadurch 
liefert wird, daß y, in sämtlichen Gitterpunkten für 2 konstante 9, die mit „, und , 
‚»zeiehnet waren, vorgeschrieben ist. Die Gitterpunkte an beiden “„-Grenzen sınd natürlich 
ortzulassen, da ihre y,Werte wegen der Randbedingung der Periodizität dureh die Vor- 
‚chrift für die inneren Gitterpunkte schon mitgegeben sind. In dem Ausdruek für loe» treten 
«her die linearen Glieder 








ya +) va,y))tre yet) we, yo)l | 
X 
(48) 
NN yewliken +9) Ten) vn te) Ita poll | 
/ a 


ul. wo die y die entsprechenden Lagrangeschen Multiplikatoren sind. Da nun, worauf 
vir in 2 besonders hinwiesen, "in dem ganzen Problem der in der „-Riehtung ausgebildeten 
Strömung kein ausgezeichnetes .. auftritt, das man als Anfangspunkt benutzen könnte, so 


müssen die y von „= unabhängig sein"). Wir erhalten daher nach (32) und (48): 


\ "l;la, ıy) \ : 


>... 
(EEE — ri; 
! „N 


la, m) ‚(y)liae,y) ke, to) +trW)li(a,y) Tate]. (49. 


Benchten wir die Darstellung von ! dureh ein Produkt einer Kigenfunktion für) und einer 
Kirenfunktion gi), so läßt sich in dem obigen Ausdruck die innere Summation über .r sofort 
ausführen: alle Glieder mit I, welehe mieht die erste der Eigenfunktionen f, die konstant 


® € . . 
oleich N ist, enthalten. verschwinden: «denn 
/ . 
Y ») v -») . 
\ spa \ ..spn - I; f r 
COS A | M In 2—=B8. für» Be... in a ir RER, 
ei 4 Pr Fr ! >; 
x x 


In dem Ausdruck (4 treten also nur diejenigen Kigenfunktionen IT auf, die sich aus Kigen- 


[unktionen g(y) unter Hinzutritt des konstanten Faktors ] bilden. Im «diesem Fall wırd 
einfach 2 az”. Damit läßt sich nach (49) y linear aus 4 Bilinearsummen über die Kigen- 
funktionen y darstellen, wovon wir als Beispiel 


RB 
| 
\ Yu gt) > 
„ : i . > } " ’ : i . j a e a . ; .) 
En AT 
[7 | 


aufschreiben, wo g der Index der betreffenden Eigenfunktion y ist und in den drei anderen 
Bilinearsummen 9, 8,9, +8, 9, statt y, zu stehen kommt. Die Bilinearsumme (Sb) ıst nun 
einfach die Greensehe Funktion’) der Differenzengeleichung 


yy+e) Zyp+gly 8 


1 er Ve > 


bei den Randbedingungen (0) und g(b)=0, und zwar für den Spezialfall, daß der „Knick“ 


der Greensehen Funktion (Sprung in den ersten Differenzenquotienten um bey 9 
lıeet. Da die Greensche Funktion, abeesehen von der Kniekstelle. der Differenzeneleichune 


(32) genügt, so ist (PD) eine lineare Funktion von y mit einem Kniek bei y, und den Werten 


V beiy Vundy 5b. Durch die Superposition von vier solehen Ausdrücken entsteht für y' 
eine lineare Funktion von », wobei höchstens vier Kniekstellen (bei 9. 1 +8, Ms, Ms) 
möglich sind. Demnach ist @°° y, stück weise konstant über den ganzen (Juersehnitt:; Sprünge 
der Konstanten können in 9,9, +:,9, und 9,8 auftreten. Dies Ergebnis hätte man 
übrigens auch wegen der speziellen Form der Eigenfunktion y dureh explizite Berechnung 
von Fouriersummen ableiten können. 

Die mehrfach erwähnte, von Burgers mit derselben Nebenbedingung ausgeführte 
Wirbelstatistik lieferte eine stetige, gekrümmte Verteilung der Hauptgeschwindigkeit. 

Die Resultate dieses Paragraphen werden in $ 6 zu wichtigen Schlüssen benutzt. 

16, Dies läßt sieh im vorliegenden Falle auch leicht direkt begründen, indem man ya, 41) und y(X. 4%) als eine 


Kutwieklunge nach den Kigenfunktionen von (44) ansetzt, worans man mit. Hilfe von (39) weiter leicht schließen kann, 
lab Y IX, 4) titel i (3, Ya) Konstante sein missen, damit ı von x unabhängie wird. 





1°, \gl. die Formel (47) für A 
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3. Vorschrift der Schubspannung. Nach gut bestätigten Anschauuneen der neueren 
IIvedrodvnamık ıst 7,. de Schubspannung an der Wand, nur dureh die Vorgänge in unmittel- 
barer Wandnähe bestimmt"), die wir hier nieht untersuchen, so daß der betrachteten Strömung r, 
einzeprägt ist. Durch 7, ist nun die Schubspannung r überall gegeben. Es ist nämlich nach 
dem Impulssatz 

T T a ee ee 


bei der (ouetteschen Anorednune, wenn die Strömune ohne mittleres Druckeefälle dureh 
Verselmebune einer Wand erzeuet wird: daweren 


N J, . . . ; ; } i F } r (>). 


wo O une ’ h» «lie beiden Gebietsränder sınd, bei der Strömune mit ruhenden Wänden. 
doeh mit mittlerem Druckzefälle'"\. Die in (55) und (DH auszedrückte Gleichgewichtsbedingung 
der auf «ie Flüssiekeit wirkenden Kräfte (Druckzefälle und Schwerkraft) ıst so fundamental, 
daß wir uns mit keiner Turbulenzstatistik endeültigz zufrieden geben können, bei der «diese 
Bedinzung nieht erfüllt ist. Auch «die in der Einleitung erwähnten experimentellen Tatsachen, 
die in der Stanton-v. Karmanschen Regel (1) zusammengefaßt sind, zeieen «die ent- 
scheidende Rolle von an; Hs bestände die Möglichkeit, daß (93) bzw. (4) Im (Gefolee anderer 
Nebenbedinzungen von selbst gültig wären, ohne daß jene Bedingungen von vornherein der 
der Statistik auferleet wären. Wir wollen aber (53) bzw. (SH) direkt vorschreiben. 

Nun ist unter Vernachlässigung der kleinen laminaren Schubspannung mit o als Dichte 


BE 3 er era 3 ek 5 a TE 


> 79 

Dieser Mittelwert soll demnach in allen Gitterpunkten unseres Gebietes nach (55) bzw. (54) 
zegeben sein. Wegen der Randbedingung y' O0 an den Grenzen unseres Gebietes, die nur 
eine Näherung darstellt, darf man allerdings, um nicht auf einen Widerspruch zu kommen, 
den Wert für o 4", ,y', nach (53) und (SH nieht ganz bis zum Rande gelten lassen, sondern hat 
für «diesen Mittelwert nach dem Rande hin einen sehr steilen Abfall vom Werte (53) bzw. (54H) 
auf oO anzunehmen. Wie man diesen Abfall im einzelnen annimmt, dürfte nicht so wiehtie sein. 

Jedenfalls denken wir oy'.y', in allen Gitterpunkten gegeben. Die quadratische Form 


wird demmach, wenn wir sonst keine quadratische Nebenbedingung annehmen, 


ur, y) SI > Pk, YYyzYy » » ne a at er A 
x 71 
wo mit 9 «die zu diesen Nebenbedingungen gehörenden Lagrangeschen Multiplikatoren be- 
zeiehnet sind. Da wır in dem eanzen Problem der ın der #-Riehtunge auseebildeten Strömune 
kein ausgezeichnetes .r haben, so können «die Lagrangeschen Multiplikatoren 5 nur von 
y abhäneen 
ls läßt sieh leieht nachweisen, daß die quadratische Form (56) nicht, wie notwendig, 
nezativ definit, sondern indefinit ıst’"). Denn setzt man z. DB. in 


O)kır, r) >> (I). y 


für »* erstens «dıe Funktion 


.) -) 


COS \, — sc nl) r sın 1, > Eutin) ; \ (Dal. 
zweitens die Funktion 
an ec Er 2 ae 
COS n hy) r sın L, ch‘ ()., er 4 ir rt 


en, woher »' op) une bp) behebige Funktionen von y sind, die aber an den y-Rändern 
versehiwinden. so hat nach einfacher Rechnung ım ersten Falle 9 den entzegzengzesetzt eleichen 
Wert wie ım zweiten Falle. 

Nach dem Versagen dieser physikalisch so einleuchtenden Nebenbedingungen erhebt 
sich nun «lie Frage, wie man diese bedinzunzen zu erweitern hat, um zu einer negativ 
definiten Form zu gelangen. Da ıst es das Nächstliegende, über die beiden andern qua- 
dratischen Mittelwerte 27,2 und 7,2? Aussagen hinzuzufügen. Natürlich ıst es nicht möerlich, 
(diese beiden Mittelwerte in allen Gitterpunkten vorzusehreiben, da man darüber nichts weiß 
und eine so weitgehende Einschränkung des Zufalls physikalisch auch nieht zu rechtfertigen 


IS, \g h die sogenannten Wandgesetze der Geschwindigkeit, wie das 1/7-Potenz-Gesetz u.a. ım. Siehe etwa 
F.xypei entalphvsik Bd. 4 1. Teil, S. 325, Leipzig 199] 
I, 
Inder Forms 7 te, genan genommen, statt ro der Wert rg {l : | stehen, wo 0 die sehr kleine Dieke 
b +20 
\ hesnchte. d lie Fon als Funktion der Werte in den Gitterpunkten unter Berieksichtieunge der 
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re. Wir können allenfalls nur die Summe der y',? und y,? über das ganze Gebiet vor- 
reiben, d.h. die mittlere Gesamtenergie wird noch neben der Schubspannung gegeben. 
Y:nmııd wird 
vv : : | ; 
() — 1 ar, 1 U'y pi) U’: u’, . . . . . 5 s : : ; (38), 
x „ 


> 


o a umd die 5 die zugehörigen Lagrangeschen Multiplikatoren bedeuten. Eine direkte 
ntersuchung, ob diese quadratische Form wirklich negativ definit ausfällt, ist wegen der 
och unbekannten Lagrangeschen Multiplikatoren 9 mieht angezeigt. Wir suchen vielmehr 
\ussagen über die Hauptströmung zu machen nach derselben Methode wie ın $ 4. Indem 
 amnter Beachtune der Normierunesbedinzune zum Extremen gemacht wird, erhält man als 
llferenzeneleiehune für die Eizenfunktionen T: 


Pl) Plye) (ec. y)-+-l,.(e.y €) 
>allı: H1,zl Pin Tu » 


) I. y\ z ) bh, t+2xT1 N, 
vobei die I die Randbedineunge der Periodizität an den .„-Rändern und des Verschwindens 
ın den „-Rändern erfüllen müssen. 

Wir suchen nun Aussagen über die Form der EKirenfunktionen zu machen. Wegen der 
Randbedinzung der Periodizität müssen sieh die Eigenfunktionen / ın der Form: 


LL 
\ r I 7a BE. 2 > 
COS r Yu (y) sın r Yu, tm) (60) 
—— 4 / E 
D= IE} 
oder in komplexer Schreibweise: 
2» Y 
\' y A . 
#. Y.ly) er 0.060 


r 
darstellen. was man aus dem Entwieklungssatz nach den Eigenfunktionen der Differenzen- 
oleichung (44) folgern kann. Die Randbedinzung des Verschwindens an den -Rändern, «die 
(50) erfüllen soll, muß dann jedes 4,” (op) und 4, ty) für sich befmedigen. Kinführen des 
Ansatzes (60) oder des bequemeren (60a) in die Differenzengleichung (59 zeigt, daß der 
Bestandteil von (60): 

pn ie pn 


008 7 #9 (‚yp) + sın FE Be 3 ee ae 


der Differenzengleiehung (59) für sieh genügen muß. Da nach einer früheren Bemerkung der 
Bestandteil (61) auch die Randbedingung an den y-Rändern für sieh alleın erfüllen muß, wie 
er auch die Randbedineunge der Periodizität schon befriedigt. so müssen die Kıgzenfunktionen I! 
die Form (61) haben, wobei wir noch hinzusetzen müssen, daß aueh die Forderung der Ortho- 
oonalität der KEigenfunktionen aufeinander mit diesem Ansatz erfüllt wird. 

Wenn die linearen Nebenbedingungen wieder dadureh geliefert werden, daß y', in sämt- 
lichen Gitterpunkten für zwei konstante y gegeben Ist, so vollzieht sich die Berechnung von 
‚(y) genau wie im vorigen Paragraphen (ef, (48) ff). Die von .r abhängigen Kigenfunktionen ! 
[allen nach (50) wieder fort. In y treten nur solche T auf, die von .r gar nicht abhängen 
I» =0V). Die letztgenannten Eigenfunktionen sind aber, wie man sieh nach (59) leicht über- 
zeugt, identisch mit den entsprechenden Eigenfunktionen des vorigen Paragraphen, so daß 
man für yriy) dasselbe Resultat bekommt: «= y', ist stückweise konstant über den ganzen 
Ouerschnitt. Also hat auch die neue Bedingung versagt. Es ıst bei dieser Verteilung der 
HHauptgeschwindigkeit nieht anzunehmen, daß man dem Mittelwert oo, y, tatsächlieh den 
voreesehriebenen Wert r erteilen kann, was wir aber nicht weiter untersuchen wollen. 


6. Eine grundsätzliche Schwierigkeit der Punktgittermethode. I;s ist uns gelungen, unsere 
eehnungen entsprechend dem Burgersschen Vorschlag konsequent in dem Punktgitter an 
Stelle des kontinuierliehen Koordinatenfeldes durchzuführen. Man wird sich aber fragen 
müssen, ob die Statistik einer Flüssiekeit als eines Kontinuums nicht dureh das künstlich 
eingeführte Punktgitter verfälscht wird. Schon Burgers (l. e. p. 535) weist darauf hin, daß 
eins seiner Ereebnisse merkwürdieerweise von der Maschenweite & abhänet. Wir meinten 
unächst, zu den physikalisch riehtigen Aussagen zu gelangen, wenn wir die gesuchten Mittel- 
werte usw, wie bisher im Punktgitter ausrechneten und einfach in den Schlußergebnissen 
den Grenzübereane zu verschwindender Maschenweite &e machten. Tatsächlich liegt aber eine 
wirkliche, ernste Schwierigkeit vor: denn dureh die konsequente Verwendung des Punktgitters 
wird ein der wirklichen Flüssiekeit fremdes, diskontinuierliches Element in die statistischen 
Betrachtungen hineingetragen, wie wir sehen werden. 
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Diese Schwierigkeit werde an einem Beispiel aufgewiesen, das sich auf die Rechnungen 
des $ 1 stützt, wo die Vorschrift der Gesamtenergie allein die quadratische Nebenbedingung 
lieferte. Wir wollen entsprechend den dortigen Ansätzen den Mittelwert des Produktes der 
beiden Geschwindigekeitskomponenten berechnen. Dabei sollen die Geschwindigkeitskompo- 
nenten einmal dureh vordere Differenzenquotienten, dann dureh zentrale Differenzquotienten 
im Punkteitter (vel. (99) ausgedrückt werden; es Ist also nach 


u’ u’ u’, t/’ 





y'.y', une = Er 


oefraet. In der Grenze für verschwindende Maschenweite e müßte man natürlich beidemal 
dasselbe bekommen. Man kann diese Mittelwerte nach (35) dureh Summen über die Eieen- 
funktionen I; ausdrücken. So wird 
LIE ı'x AT y7 \ “I. T (l; Rh IN® T (1; | " 
s r (62). 
> 2 a 2 2 


/ 


Die Kieenfunktionen /; entnehmen wir dem $ 4 und führen die Summatiıon aus, Indem wir 
zunächst die zu denselben 2’ und #27 eehörenden EKieenfunktionen (meist zwei) zusammen- 
lassen So ereibt sieh ın einfacher Weise 


F N u’ y 7 ! / Ben 
-) ) 0 . . . . ° . a - (tus). 
wie man nicht anders erwarten konnte. 
. I 
Den Mittelwert y',4', wollen wir nur für die Kanalmitte y  —, berechnen. Indem man 


wiederum zunächst die Kieenfunktionen bei denselben 2° und 2” zusammenfaßt,. erhält man 


| I, 
lür = 
= j 
y'.d \ IAJAUhPrS 
.. pn Ei 
> sin: E sIN i 
\ v \ v1 In / f I 
atkh—e)b., par „ga (6) 
y' Sir L, ’ f S11 3‘ 
ER 
\ 1 £* Sen r h 
al, :)6, „ya 
a sin?‘ 





woheı dureh die Bezeichnung Tu aneedentet werden soll, daß die betreffende Stmmation mtr 
über die uneeraden eanzen Zahlen zu erstrecken ıst. Setzt man: 


—_— 


p 7 (g-T 


/ ee. Pı- 3, ‘ ı (>). 
so eeht für e>0 der Ausdruck (6h) über ın: 
l, 3 sin pP, Sin“ c 
im yy,lu 5) .\ Er "7 dpdg 2.2. (66) 
N . >. En In p, rs If, 
» . . 


ıl ı 


Das Doppelintegral hat einen endlichen, von 0 versehiedenen Wert. Der ın (66) noch auf 
tretende Lagrangeseche Multiplikator a läßt sich nach (39 une (40) leicht deuten. Bilder man 
nänmlieh in der bisherigen Weise die Mittelwerte der Quadratsumme der Geschwindiekeits- 


schwankungen (71° --137\,7 ın allen Punkten unseres .r  sp&ebietes und bildet weiter aus 
den so erhaltenen Werten den Mittelwert über das ganze.  sp&Gebiet, so ist dieser zeitlich- 
| | er I | 
räumliche Mittelwert der Quadratsumme der Gesehwindigkeitsschwankungen gleich 2 
(d 


Wir erhalten also das paradoxe Ergebnis, daß y.y', einen endlichen, von O0 verschiedenen 
Wert ergibt. während der entsprechende Mittelwert über die zentralen Differenzenquotienten 


U’ u’ ' u? 


; | > len erwarteten Wert 0 ereıbt 
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(63). 
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(6). 
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6). 
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Der innere Grund für dies unannehmbare Ergebnis liegt darin, daß bei der diskontinuier- 
chen Bereehnungsart, jedenfalls bei den angewandten Nebenbedingungen, stark springende 
‚Verteiluneen nieht genügend ausgeschlossen sind. Von den EKirenfunktionen, die beı der 

|Tauptachsentransformation auftreten, erlangen die höheren mit sehr vielen Schwankungen 
ınd Wellenlängen von der Größenordnung der Maschenweite & das Überzewicht. Man erhält 
‘ozusaeen eine Art Kristall statt einer Flüssigkeit. 

Den einfachsten Weg, wie man diese Schwierigekeit vermeiden könnte, wollen wir mit 
‚|Jem Vorbehalt andeuten, Man ersetze in dem Ausdruek für die Verteilungswahrscheinlich- 
eit » (25) die Summe dureh Integrale, die Differenzenquotienten dureh Differentialquotienten, 
Iso z. B. die quadratische Form 


“N 77 


ur 


Wir unterwerfen weiter y mit gewissen Differentialguotienten noch Stetigkeitsbedingungen. 
Diese Einsehränkune ist neu, aber offenbar bei einer Flüssiekeit natürlich. » ist dann eine 
‚Funktionenfunktion”* der zugelassenen Funktionen (r, ’p). Die quadratische Integralform 
wird dann mittels der Eigenfunktionen, die dureh ein Extremum der quadratischen Integral- 
'orm unter der Normierungsbedingung: || y" dedy 1 definiert sind, auf Hauptachsen trans- 
lormiert, in analoger Weise wie wir «die quadratische Form bisher behandelten. Die Kon- 
vereenz «dieser Darstellung ist nach der Besselschen Ungleichung gesichert. Die Konverzenz 
ler sonst vorkommenden Entwieklungen nach Eigenfunktionen folet aus dem y auferleeten 
Stetiekeitsbedingungen. Der Formelapparat von $ 5 überträgt sich im übrigen in ganz ein- 
[acher Weise. Nach diesen Vorschlag würde die @Gittervorstellung, «die zum. Beweise des 
l,iouvillesehen Theorems benötigt wurde, sehr bald wieder ausgemerzt. Daß es beı der 
Unterdrückung allzu stark schwankender y-Verteilungen auch wesentlich auf «die Neben- 
hedineuneen ankommt. sei ausdrückliceh bemerkt. Wir hoffen, bei anderer Gelegenheit hierauf 
zurückzukommen. 


Ausblick. Die exakte Durchreehnung eines Beispiels ermöglichte uns, im letzten Para- 
sraphen eine grundsätzliche Schwierigkeit der Punktgittermethode aufzudeeken. Auch sonst sind 
veeen «die versuchsweise eineeführten Ansätze dieser kritischen Studie mancherlei Einwände 
möglich, auf die wir in Anbetracht der physikalisch noch wenig befriedigenden Ergebnisse 
kurz eingehen wollen. 

bedenken riehten sich gegen die Randbedinzungen, weniger zeween «ie der Periodizität 
an «den .r-Rändern, da diese so zut mit der Voraussetzung der ın der .e- Richtung 
ausgebildeten Strömung zusammenpaßt, als vielmehr gegen die Randbedingung des Ver- 
<chwindens an den y„-Rändern. Wir wissen, daß die Normalkomponente der Geschwindigkeit 
am Rande unseres Gebietes nieht strene verschwinden wird, da zwei schmale Streifen in 
Wantnähe von der Betrachtung ausgeschlossen sind, in denen die Reibune maßzebenden Einfluß 
auf die Schwankungen hat. Immerhin wird am Rande unseres Gebietes die Normalkompo- 
nente der Geschwindigkeit aus theoretischen und experimentellen Gründen nur sehr geringe 
Werte haben. so daß die gewählte einfache Randbedineune den hemmenden Kinfluß der 
Wandnähe für das Innere unseres Gebietes leidlich wiedergeben dürfte. Der auswählende 
Kinflluß der Wandbeschaffenheit bzw. der Reibungsschieht auf die Schwankungen ım Innern 
würde durch die unserm Gebiet eingeprägte Schubspannung wohl genügend berücksichtigt 
sein, wenn es gelänge, «die letzteenannte Nebenbedingung unter vernünftiger Beschränkung 
der „Werte zu erfüllen. Im Zusammenhang mit der Frage nach anderen Nebenbedingungen 
müssen wir bemerken, daß ein Urteil über die Leistungsfähigkeit (Beschränkung der 4 usw.) 
ler von anderen Autoren benutzten Dissipationsbedingung bislang nieht möglich ist, da mit 
dieser Bedineune und dem Burgersschen Phasenraum bisher keine sicheren Resultate 
wonnen wurden. 


ro 

Man könnte die Lösung der Schwieriekeiten ın einer anderen Rıiehtunge vermuten. 
Seit einiger Zeit ist von namhaften Hydrodvnamikern aus experimentellen Gründen darauf 
hinzeewiesen worden, daß die Turbulenz immer ein wesentlich dreidimensionaler Vorrang 
Ist, so daß aueh eine angenäherte Darstellung dureh eine zweidimensionale Strömung nicht 
mörliceh wäre, Der Fall läge auch dann nieht hoffnungslos. Man könnte versuchen, einen 
’hasenraum für die dreidimensionale Strömung etwa aus den Komponenten des Vektor- 
potentials (anstatt der Stromfunktion) ın den Punkten eines dreidimensionalen Punktgitters 
aufzubauen, Vielleicht läßt sieh für einen solehen Phasenraum das Liouvillesche 'Theoren 
beweisen, weniestens für eine in der .„-Riehtung ausgebildete Strömung. Die in dieser Arbeit 
entwiekelten Ansätze und Reehnunesmethoden dürften für eine so erweiterte Theorie ihren 
Nutzen behalten. 12 
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\Windstrom in einem eisbedeckten Meere. 
Von Jonas Ekman Fjeldstad ın Bergen. 


(Geophysikalisches Institut. Bergen. 


n einer früheren Abhandlung habe ich die Erzeugung von Meeresströmuneen dureh Wind 
| behandelt und die Bewegungsgleiehungen von nichtstationären Strömungen integriert '). 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist nun, die entsprechende Lösung zu finden in dem 
Kalle, daß die Oberfläche des Meeres mit Treibeis bedeekt ist, so daß wir auch die Träeheit 
des Eises berücksichtigen müssen. 

Die mathematische Behandlune der Aufzabe wird etwas ausführlich zeeeben. weil die 
Interrationsinethode neu zu sein scheint, und demnach an sich etwas von Interesse bieten kann. 

Wir nehmen an, daß die Eisdeeke eine mittlere Dieke von a, em hat und daß die 
Diehte des Kises o, ist. Die Tiefe des Wassers sei h, so daß die ganze Tiefe des Meeres 
h —- a ist. Wenn das Eis in Bewerung wesetzt wird, so wird diese Beweeune durch die 
turbulente Reibung auf das Wasser übertragen: es entsteht darum zwischen Eis und Wasser 
eine gewisse Tangentialspannung. Es seien jetzt vw und # die Geschwindigkeitskomponenten 
des Wassers in der Riehtung der „-Achse bzw. -Achse. Wenn keine Gleitung zwischen Eis 
und Wasser vorhanden ist. haben wır an der Oberfläche 


m “, und ® " 


l 1? 


wo 2, und ”, die Gesehwindigekeitskomponenten des Eıses sind. 
In die Beweenneseleichuneen für das Eis aufzustellen. betrachten wir ein Element der 


Kistläche mit Grundtläche dr dy und Höhe a,, seine Dichte ist o, und die Masse demnach 


>, dt, d.r dy x 


\uf diesem Elemente wirken jetzt mehrere Kräfte, erstens die Tangentialkraft des Windes, 
deren Komponenten pro Flächeneinheit mit 7, und 7, bezeichnet werden sollen. Auf dem 
\assenelement werden demnach die Kräfte T,drdy und T,drdy in der Richtung der 
"-\chse bzw. Achse wirken. Dann kommt die Tangentialkraft zwischen Wasser und Eis 
init dem Komponenten 


(MH IQ % 


1 ae dr dıy une } | - dr dy, 


( 5 ]; z ( 5 lı 
wo» der Koeftizient der turbulenten Reiıbune ıst. Zuletzt kommt noch die ablenkende Kraft 


der Erdrotation. 
Die Beweruneseleichunzeen des Eises sind demnach 





An, a7, 2 
In 14 Zen sind Bin | = dr du E- de dy, 
! ( -/J] 
d I‘ i Ö A in 
17 "Zoımpu)+Nnis-|] dr dy F,drdy. 
dt '\0d2 7 
/ur Abkürzung der Schreibweise setzen wir 
Zwosinp=4. 


Dividieren wir jetzt durch m=o, «a, dr dy, erhalten wir 


dl HH. } Q rl | Ir, - / Ö U | , 
iv, - 1 m .+4/u, ii 2 
dt a, \0d2/J, dt, dt 7 ,\02),. a, 


Die Beweeuneseleiehungeen des Wassers sind wie früher’): 


Als Grenzbedineuneen am Boden wählen wır 


H " 0): für z (, 


\n der Oberlläche haben wır 


ı E37 istad: ] Pı ee] sder Windstromtheorie. Zeitschr. f. angew. Math. und Mechanik, Pd. 10, 19530 
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ist nun bequem, die obigen Gleichungen auf komplexe Form zu bringen. Wir setzen 
fi } 1,oO San en , 
wtiv=P u+iv=P, l = und (T,+iT,)=F. 
[#) B) dt, - 
Wind ie Bewerungsgleichungen des Wassers können dann in die Gleichung 
'), op» id ( | 04 
Hi, v 
di u Of 0z\ 02 
heit ze 
sammengefaßt werden, indem wir o als konstant betrachten. In derselben Weise erhalten 
I die vir für das Eis m ag 
(ID y “«D 
kann. 11436 +4 ( | F 
- It a\0: 
3 die 2] 
TOR ER Und die Grenzbedingungen werden 
h die l 
asser Pd, Mrr=t P=D Mürteh. 
enten \ls Anfanesbedineung setzen wir 
n kKıs 
P=—f(z für #0. 
Wir bilden jetzt die Greensche Funktion der Differentialgleichung 
d AK 
v 0. 
ıt der ds ds 
nach a He Fe j an - 2a | 
ls ist eine Funktion der zweı Veränderliehen s und z und befriediet die Randbedingungen 
£- Oh " 
K(z,s) =0 für s 0, Pr 0 für sh, 
indes, Os 
dem AR or a 
y (l v I Ist stetige, aber der erste Ditferentialguotient Ist An der Stelle x 2 unstetig und befriediet 
_— © D ” 
IE die Bedinzung 
OK OK 
IE ) ; 
Q N 1 ( S ) 
oe ds ds 
Wir finden Ktz,s)- \ » 8<2 K(z,s)=\ ze >% 
r » N ‚is 
Kraft . " h 
Wie man sieht, ist A eine symmetrische Funktion der beiden Veränderliehen s und 
Wir betrachten jetzt das Integral 
er ( | a / 
\ANIZ,S) ) IS, 
“ Os\ Os 
Teilweise Integration ergibt 
hi \ \D \b N\hıh 
( ( ( z ( \ 
\K (z,s) „ ds v IN Dv Piz. t) 
v) Q s Ö s | Os Us | I 
Mit Rücksicht auf die Grenzbedingeungeen A = 0 für s VO und P-.0 für s 0 verschwindet 
das erste Glied rechts an der unteren Grenze. An der Oberfläche haben wir 
Oo» a R D 3b) ON A 
r tft Ad 7. r 
(\ N 0 / A Q N 
und wır erhalten demnach 
\dJ YA \D 
( . ON N ( . 
„ N Pr «FF Kiz.h al — i»P\Kiz.h). 
Os OS / Fr | 
Diesen Wert setzen wır in die obige Gleichung ein, und zugleich ersetzen wir 
% OP» ap» 
v durch 7 D| 
und erhalten dann die folgende Integralgleichung: 
, op i . A OD» | 
10, 1931 PizN=ariliKizh) «al N} ib) Kiz,h) N iz. s)| N} ikb\ds. 
( h " ( 
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Dies ist eine sogenannte belastete Interraleleichunge. Wir setzen 


h Jh 


fis)d S A fıh) t fis)d 5. 


ı 
und die obiee Interraleleiehune kann demnach ın foleender Form eeschrieben werden : 


biz, ha Fit K iz. h) ı K iz sl 


r Of 


il P)d 2, 





ls sei jetzt 9 „(2) eine Lösung der entsprechenden homogenen Integralzleichung 


h 
Pal) =An\Al2,s)gn(s)ds. 
u 


Die Funktion y „(z) ıst dann auch eine Lösung der Differentialeleichung 


d 


Im\ . 
12 \ d: |TAuyn 
und befriediet die Grenzbedineungen 
ve da „ . . 
9, ie Arzt, dr pr net ren. 


Die Kizenfunktionen y,12) sind nieht orthogonal im gewöhnlichen Sinne, aber die folgende 
Relation zılt 
h 
ee tay, ya) Od nn Zm, 
ı} 


oder aueh 
hh 


Vu) pn? dz 0 NnFEMmM. 


ı 


Die Theorie dieser belasteten Integraleleiehungen ist besonders von Kneser behandelt), 
Der Vorteil der obigen Integraldefinition besteht darın, daß die meisten EKieenschaften der 
eewöhnliehen Integrale bestehen bleiben, so 7. B. die Schwarzsche Uneleiehune und der 
\lereersche Satz. 


Die Kieenfunktion normieren wir so, daß 
ww, ®d: “ 


in 
u 


Nach der alleemeinen Theorie wissen wir Jetzt, daß die bilineare Entwicklung des Kerns 


Dalzye (IS) 
‚ a; in 
K(e2a,,s)=2 - 

/ 


[7 
eiiltie ist, und daß die Reihe gleiehmäßıe konvergiert hinsichtlich beider Veränderlichen z und s. 


Um jetzt eine Lösung unserer Aufgabe zu erhalten, nehmen wir an, daß eine Reihen- 
entwieklung von der Form 
P=uFN2 co, 0.) -- 2, Ho. l2) 


mörlıech ıst 


Traeen wır diese Reihe ın die Inteeraleleiehunge ein, erhalten wir 





Jı 

, \° \ . vw „ dla H (2) - d !- x .a ı X 

arfınac.0, 20,0, =aFi92 ' Niz,s)la = CyYntrtia f2c,oulds 
Ay m lt 
/ 
/ un de, De 

IN (z.s) 21 IH iza,„)g „(s)ds 

( 


'); \. Kneser: Die Integralgleiehungen und ihre Anwendungen in der mathematischen Phvsik. 
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‚der 
( (hi) (2) AF n (2) et 
r . v = + . / [7 In w . i / w . “ . v I / [7 
24,0 Za,(d ou (2) -aF(t) 2 . a cum star 
Ay dt an 
3 da, BEALLAG, 
\dt Zu 3 
Vergleichen wir beiderseits die Koeffizienten von (2), erhalten wir 
. Bi „(h) > 4 CC, dHF Ca | de, ur 
oft, a,nlt)=aF - i/af. a -— + - | tz«a,). 
nn Ay dt Ayı I, dt 
Wir bestimmen jetzt e, durch 
‘7 „(h) . „Cı ‘( „() 
Eu - 21 oder 6 Le 
m m /ı ti) 


um erhalten demnach für a, die gewöhnliche Differentialeleichung erster Ordnung, 


da, 
At 


’ 


ee AFoguch) 
(Au rtiA)G, A r ER. 

dt 4, +ir 
Diese Gleichung läßt sich inteerieren und liefert 


/ Y 
dfF 
1, b,e Un riA A pu(lh)e nt dr, 
7 


u © 


wo 5b, eine Integrationskonstante ist. Für P erhalten wir jetzt 


! 
; Pu) (2) dF ‚o„(h) n„(2) 
= Fb, J)erantidiLar ET T — al II antidtng, 
I, tr da Au tiv 
u 


Setzen wir Jetzt #0, erhalten wir 


‚o,„h)g,„(z) 
PO) 2b,y,„(2) taF(v)-2 en. A. 


An +ii 
Wenn die Anfanesbedineung 
Pi) (2) 
befriediet werden soll. muß eine Entwieklune 
I=3an,9,le) 
mörlıeh sein.. und es muß 
y,(h) 
b, a 
’ In An tits 


sein. Setzen wir diesen Wert von b, in die Reihe ein, erhalten wır endeültie 


2 ‚y,lh)y„(z) 
Di: fu Yu (2)e (zu sure aF(NN' i Au 


In ti 
t 
‚Y,(h)o,(z) "dF,,« h)o,„,(z Rh 
aFWw)N". En e lintta)t a\ yTn\ Au Zr in thii)dt 'dı 
In +14 \dıa iu tt 
( 
Kine partielle Integration nach 7 gibt die einfachere Form 
/ 
P(z, 8) 2 fupn (le) en Dbze a\F(n)Sy „Ao.a)e “" ltr) dr, 
( 


Man würde diese Form der Lösung erhalten, wenn man für PD eine Reihe Na,(N g,(z) an- 
venommen hätte.  Indessen ist es besser, die andere Form zu behalten, weil dann keine 
konvergenzschwieriekeiten auftreten. 

Um jetzt zu zeigen, daß die obige Lösung allen Forderungen genügt, werden wir erst 
zeigen, daß die Reihe f (2) If, g,„ (2) möglich ist, wenn f(z) einigen bestimmten Bedinzungen 
unterworfen wird, Wir bemerken dann zuerst, daß f(z2) (wHir) 0 eine mögliche Ge- 
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schwindiekeitsverteilung ist. Wir können demnach annehmen, daß f (z) stetig Ist und beschränkt 


bleibt: ferner ist auch » 4 stetig, weildiese die Tangentialkraft zwischen zweı Wasserschichten 
dl 2 
d df E ’ 
bedeutet. Aber = 5 e braucht nur stückweise stetig zu sein. 
(dd: «ı 2) 


Jetzt betrachten wir das Integral 


h d df 


K (2,5) ,, "7,5. 


Ferılweise Inteeration ereıbt 
If OKit 


h dl df ( 
si2,8 I» ser IKNv IY f(z) 


! / N dd N ! 5 (8 u 
oder, wenn wir f(0)  Vannehmen, 


d f n r d d I 


Ih (2,8) 5 \” 7 


f(z)=K(z,h)|v 


us. 


ds \ a 


"ür Ai(z.s) können wır die konvereente Bilinearreihe eintragen und eliedweise Inteerieren. 
;s wırd dann 


hi 
If\ sn l)au2) nl?) \ | d df v ’ 
/ J 2 nd ’ \y„(s) I? ls = In On \2) 
d: l; Ay Ay j ds ds 
M 
lt 
Jı 
| df „(dh Ei d iR 
r _— > („(8) r (ds 
In d z \ a FR A (ls Is 
A 
TFerlweise Interration ereıbt 
h hi 


2° Q.fdz afıh)a „) fi Gb. 
ls sılt demnach 
OPT 
und «die Reihe ist konvergent unter den genannten Bedingungen für fi2). 
\Wır können jetzt zeizen, daß das Integral 


A (h)y„(z) j ‚g,(h)e iz) j 
BB (2, dB)=aF)3 EP SA u 220 
Ant trA a 07 
f 
dfF In kh)yun(2) (; IwT, ' 
\ 4 5 Keaaa e Mr dr 
dr Au HA 


) 
der Ditferentialeleiehnne und den Grenzbedineungeen eenügt. Wır zeieen nun zuerst, daß die 
Reihe 


„ nf 


\ = \ ) Inti 7) 
_( „dag ( ‘ / A / T 


konvergzent ist. Nach der alleemeinen Theorie wissen wir, daß die Eigenwerte 7, mit n über 
alle Grenzen wachsen, also 
im A, =; 
Nn>% 
weiter Ist 
lıım re \ ), a (. 


> ı/ 
Ks ist daher möglich, eine Zahl .r, zu finden, so daß 
| 
pP Xj 5 (l 0 
, 
Nehmen wir \ so groß, daß 2, > .x,. für r > N, haben wir 
| 
{ Z \ . 
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ränkt ler indem wir a durch F —r ersetzen 
CRM | 
echt: N P int 7) « = / T MV, 
Ay 


je Reihe hat demnach ihre Glieder paarweise kleiner als die Glieder der Reihe 


Yulh)ou(lz) 


e /. 


"„ 

on einem gewissen Werte von » an, und diese Reihe ist ja konvergent. Es läßt sich ebenso 
wen, daß die Glieder der vorgelegten Reihe paarweise kleiner sind als die Glieder der Reihe 
vn dr) Guss) 


Fan 


o s eine beliebige positive Zahl ıst. 


Differentiation nach F ergibt jetzt 


\D IF h\o,„(z 
( ( ‚Dim On.) 3 
A sin FE aFw) I y,(h)g„(2)e (in ar 
Of At u ttı 
eren. 
/ 
d l y* r 62 223102 r) d l vw „(h)aun(z) 
N Zg,(h)gyu(z2)e n dı A = ® In 
\dı dt Au oA 
ıl 
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I 
\ * 27 
( «D dt 
' , ; it . (} ty) (tl r) 
aF (VI y,(h)g,(z)e Ynitditg 2o,lh)o,(z2) er “nr dr. 
of rn in 2; /n\ 
m 
Dab das letzte Integral konvergent ist, sieht man leieht ein. Es ist nämlich 
| ‚gula)gulz) Bu, Yulh)yulz) 
20 „)g„(lz)en'" ty) (dt "I clır =: nr p (/n tt3)): > n = r (in 3) 
; /ntii An +64 
lassen wir jetzt &e geren O0 gehen, nähert sich das erste Glied 
os Pn (Ah) Pu (2) 
Er int 4 
dF. 
was endlieh ist. Da auch j, |mmer endlich bleibt. konvereiert aueh das Inteernl. 
(IT 
erner hat man 
N \D ’ y ] y - (zu t 237 j 
- I» u afkıt) e Bi I+a FON! Aush en 
02\ 0dz dz\ dz Ant ir 
/ 
ale I y1nld Aa) An, (in i23 4 )dr. 
dı AunttA 
die m 
ındem 
Tun) Yul2) dd | da 2 
Ai 2 ir (2) und v An Du 
Ibei | = 17 lz d 
vesetzt wird. 
Die Differentialeleichung ist demnach befriedigt, wenn 
l dıy . 
I» 14 7, 0 
d: d: 
ıst. Es ıst nun 
ne / ; rn) 1) Vnlh) 4) Vneh) Yu 
"A (2.S) vis) ES Ve . . 4 2 dns j Br 
H . Pe Act, 4 Hu Ri 7 
oder auch 
h 
3 u(s)ds. 
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auE "ji Istail Windstro ı einem elsbeileekten Merre Math. und Mech. 
Ausführlich geschrieben wırd diese Gleiehune 
ds es Er ds( 
y(2) (1 iz. (k)) 14 \o(cpndy. 
v(s) \v(s). 
Differentiation ereibt jetzt 
dıy Br a 
I’ / | izaullı) ıi v(y)dy 
er Ai 
une weıteı 
d dı | Er 
Ir PT ). 
dl: d A| : 
/ueleiech sehen wır. daß 
Ä dı en | Ä 
y rz.ay 
d: : 
Ist. Um zu zeizen, daß auch die Grenzbedineuneen befriediet sind. bemerken wir. daß für 
die Kieenfunktionen die Grenzbedineuneen 
d G, A J 
(. 0), 1 Ar, >, / 
ee. l: J ’?Y 
eelten ls ıst nun 
59 AA SE 
j ( ) { ( 
op vo» dt v cdı } In" | a nl 
. 7? e 7 \ , (in Wim. 
k 3,» . 7 af! izır) ak) ( 
af ı(d: dr a d: In ı/ 
hl— an,’ 
. ’ e y\ ı) I Rh, y „ ı 
AF a‘ | | Al 
e\ 2 > Erg EKTURTTREN dr Ad ı' 
dı 'B ® At 
op ro» 
ech ’ | . ii,» \ | Fi 
( f u 0% /Ji 
Die Gırenzbedineune ist somit befriediet. 
lösung im Falle, daß » eine Konstante ist. Die Eizenfunktionen sind in diesem Falle 


bestimmt «dureh «ie Differentialeleiehune 


ıl’ı / 
( 0 
d;: } 
nt «dem Grenzbedinzeuneen 
de, 
0). ; 0): 9 BA. 0. V), 2 u 
d2 ic 
\Wır setzen / T und erhalten 
SINn a, 2 
3 7 
Im u d: 
Die Obertlächenbedineune erhält die Form 
ct COS d,, Jı va, (dl In er, Jı 0 oder [iv Aa, 
Setzen wir ah r, haben wır 
hı 
[vu 
3 r 
Diese Gleichung hat unendlich viele Wurzeln. Mit 
sıeh «hie Wurzeln den Werten 
1 Ai 
\\Vır nl 17. 1) 
ee \ / | A ] sıı Deu, 
en sin? a,2d: sın a,dh 
7 Jı 2a, hi 
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ınd haben dann die Lösung 


f 
) : f: 2 . . j 
SR Ze sına,„2z .. >a ‚sın a,hsın a, : 2. 
D ine nis ___ 2, \F(r)2 ZZ erbanrtrid) 'dı 
hı (,, h N, 
( 
hi 
mt fu=\f(2)sına,2dz2. 
I 


In dem speziellen Falle f(2)=0®, Ft) konst erhalten wir 


.) m .. . “ > m N. s er 
n Dal „Sina, h sına,z Da F ,sina,h SINN? tin 
BE Ten. a 4 vh 4 
o„la,? na, 
\ r IE 

Die Summe der ersten Reihe findet man leicht. Es ıst 
> „sin a, h sın a2 sını (1 +0): E /. 

N 24 | A, | mit pe, 
hı 7 pA-+i)coshpl + HDh+2ipasınlı ala dh 2y 


( l,? = 
[2 ’ y 


Diese Funktion eibt die Verteilune des stationären Stromes. während 


») y / .. r 
- ) = Ad IS Un% 
No (rap ‚f ad 4 wi IL 

h 7 


| 


las Abklingen «des stationären Stromes gibt, in dem Falle, daß der Wind plötzlich aufhörte. 


NY Ze y 


Zuletzt geben wir ein numerisches Beispiel: 
Wir nehmen h-slm-.5-1-10°’cm une ph hen, 


/um Vergleich geben wir zuerst relative Werte des Oberflächenstromes in dem stationären 
"alle. Die erste Zahlenreihe ist berechnet unter der Annahme einer freien Oberfläche, und 
die zweite geben die entsprechenden Werte in dem Falle, daß die Oberfläche mit einer Treib- 
eısschieht von 3m Dicke bedeckt ist. Die stationären Geschwindiekeiten sind mit Hilfe der 
[olzenden Formel berechnet: 
sınh (1 +0) 2 

u TV - P = a s : s 
pil+ Dheoshpl + o)h + 2ip®ahsınh (lH H)h 
t 0 bedeutet freie Oberfläche, während ın dem zweiten Falle a >m 3-10’ em ange- 
nommen Ist. a @ibt die Ablenkung des resultierenden Stromes von der Riehtunge des Windes, 








H / | u ” Ad 
0.1586 0.1586 0.2242 15" 
01104 0.1511 0,1871 33.8" 


Zuletzt geben wir die Entwieklung des Oberflächenstromes in «dem letzten Falle unter 
der Annahme, daß ein konstanter Wind von dem Augenblicke f> 0 an auf der Oberfläche wirkt. 








! H N A 
2 0.1086 0.1527 30,8" 
5 0.1107 0,210] 61.1" 
4 0.0545 0.1577 0,9° 
[> 0.1051 3.1044 14.8" 
\ 0.1104 0.1511 53.8° 
Die Tabelle gibt die berechneten Geschwindiekeiten für 3, 6. 9 . . Pendelstunden 
| 7 
'I Pendelstunde Bet. ], 
r/ 


Wir sehen, daß die Wirkung der Eisdeeke sieh dureh eine Vererößerune der Ablenkung 
bemerkbar macht, und auch, daß die Geschwindigkeit des Stromes etwas kleiner wird als in 
dem Falle einer freien Oberfläche. I656 
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Vereinfachte Berechnung der plastischen Formänderungs- 
geschwindigkeiten bei Voraussetzung der Schubspannungs- 
fließbedingung. 

Von 1. Reuss ın Budapest. 

I. Die Differenzendiskriminante. Ilat man eine vorgezebene Gleichung dritten Grades 

INS VPEHAIEN 1 3 Eee a 


so kann man nach der Bedingung fragen, die erfüllt sein muß, wenn die Differenz irgend 
zweier Wurzeln einen vorgeschriebenen Wert % annimmt. Hat (1) die Wurzeln 0,,0,,6,, so 
besitzt 

ffo+k)=z(o+k)”’ —p, (o+k’+p(lo+k) np =0 .. ..2.:..:.. 


die Wurzeln 6, -k, 0,— k, 0 k. Ist die Differenz zweier Wurzeln gleich %, so haben (1) 


3 


und (2) eine Wurzel gemein, die dann auch Wurzel von 


(th) (6) 
(fi)! — a © 


Ist Die zesuchte Bedineune ist also 
BET ie. : ae er + 


Wir wollen den Ausdruck Res (f (0). I; f(o)) die Differenzendiskriminante der Gl. (1) mit der 
Differenz A nennen. Sie ıst eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten p,,p,.p, und 
der Differenz 4. Als eine Gleichung in % betrachtet, hat sie die Differenzen der ursprüng- 
ehen Wurzeln #,,0,,0, als Wurzeln, sie wird daher oft auch Differenzengleichung genannt '). 
Da die Berechnung der Differenzendiskriminante als Resultante etwas umständlich ist, 
schlagen wır einen anderen Weg ein. 
Die Bedinzunge, nach «der wir fragen, können wir auch unmittelbar anschreiben. Sie ist 
l Hfo,-o k) = [(o, — 0,)?— k?|[(o, — 0,)?—k?][(o,—- 0,’ — k’]=0 .. . ©). 


mi 


IH 


\usmultipliziert ergibt sich 





F=D,-DK’+D,k'—kK’=0, 
\o D, Kıpa ‘ı \? I. e; (0, 0.’ 
(6). 
I) (0, Ö, )” (0, Oo ” + (9, 0.’ (0; oO )” - (6, oO (6, OÖ, )” 
/) (6, 0,) - io; Ö, ° (6, a,» 


Dieser Ausdruck ist in den Wurzeln symmetrisch, läßt sich daher dureh p,,ps.p,, k aus- 
drücken. Er kann sieh von der Res(f(o), 4, f(s)) bloß dureh einen belanglosen Zahlen- 
faktor unterscheiden. 

Fassen wir nun alle Gleichungen mit den Wurzeln 6, »P,0, Pp.0, pp ins Auge, 
dann sind (1) und (2) Spezialfälle. Wir sehen sofort, daß F von p unabhängig ist, können 
also p einen beliebigen Wert zuschreiben und F dureh die Koeffizienten der Gleichung 


| 1,0’ 16 9 VO mit den Wurzeln 6,  P.0,  p.,o, p ganz und rational ausdrücken. 
. Oo = 0. t Os 3 
Setzt man p Zr ‚so wird 9, =0V und 
.) 
2 .) 
Pı Ps 
A (6, ‚)I(0 ))— (06 ‚)(o, 3 710 ‚)I6G, ) - i 
= PM Pa u ELF a 
») 3 ( .— 
| ) ‚) “Pr IP Ps -ı P; 
( CAR. ı\(6, ı)IG, 2 . 
Is | ! 2 / / dr 
Setzt man zur Abkürzung noch 
” | 2 - ’ 
B; Pi >», .) I(o, 0." “70. 0, (06, 6) _ 
du EN, 
#® 2» Ip A 2 Ps | 
\rv 4. 1: LAagxranzep’s athe tische Werke, deutsch von A. L. Crelle. Berlin, G. Reimer, 1824, Bd. >» 
S is l. Die dort gegebenen allg einen Ableitungen wurden im folgenden dureh den speziellen Betrachtungen 
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läßt sich 7 dureh 1, und I, ausdrücken. Da /, in den Wurzeln vom zweiten, 7, vom 
‘tten Grade ist, so kann 
D 


AI®+BL%: D=CI}; D=DI, 


0 1 2 


> 


<ctzt werden ?). Die unbestimmten Koeffizienten 4, B. ©, D bestimmen wir dureh Eın- 
tzen der speziellen Wertsysteme 6, 1,0, 0,0,=1. woraus nacheinander p,==0, 
1,2,=0, 2, =3, ,=0, DB, =4, D, =9, D,=6, 4=-4397,C=1, D=2 folgt, femer 
2. 0,—n, =1, woraus 9,=%0, pn, BITR a PR IE iR 54,D, =09,B 1/27 folgt. 


po [7 


\]so wird 


Diese Ausdrücke in (7) eingesetzt, folgt 
F PR LBTLK- =D —L-KYE=0;. ,..%0) 


Für Gleichuneen höheren Grades kann man zanz ähnliche Betrachtunzren anstellen. 
auf die wir aber nicht eingehen, da wir sie im folgenden nieht brauchen *). 


2. Die Schubspannungsbedingung durch die Spannungskomponenten ausgedrückt. Die 
Schubspannungsbedingung besagt, daß ın einem ins Auge gefaßten Raumpunkte der Fließ- 
zustand eintritt, bzw. der plastische Zustand besteht, wenn durch den Punkt eine Ebene zu 
tinden ist, in weleher die Schubspannung 7 den Maximalwert %/2 erreicht.  Numerieren wir 
die Hauptspannungen so, daß 


[f) Ö, FR s r } ; z z E - i : ‚ f F i r (Io) 
ist. so Ist diese Bedinzeune mit 


oO Ö, I; ° . . . . . . . . . . . . ° . . ( | | 


äquivalent. Besteht (11) und sind die Hauptspannungen alle voneinander verschieden. so 
heißen wir diesen Zustand nach v. Kärmän den halbplastischen, fallen zwei Hauptspannungen 
zusammen, so haben wir es mit einem vollplastisehen Zustande zu tun. 


Die Zulässigkeit der Schubspannungsftließbedingungen wollen wir hier nieht untersuchen, 
darüber müssen die Versuche entscheiden, da sich auf ihrer Grundlage eine widerspruch- 
reie Plastizitätstheorie entwickeln läßt. Nach dem heutigen Stande der Dinge sprechen die 
Versuche bei Kristallen mehr für, bei isotropen Körpern mehr gegen die Schubspannungs- 
beilineunge?). 


Wir wollen im folgenden die Richtigkeit der Schubspannungsbedingung postulieren 
und die Fließbedingung, ohne auf die Hauptspannungen und Hauptachsenriehtungen Bezug 
zu nehmen, unmittelbar durch die Spannungskomponenten ausdrücken. Betrachtet man die 
Säkulargleichung 





Ör Oo r, ty 
T; Oy 0 Ty p pP, 0 p,9 6 0 
Ty Tx 0; 0 
(12) 
18 ı 
Pi x Gi, 7 
p 5,6 LEN 6x 0y (T, }- T, T-) 
Ps 6.640, +8 7,147 (at OyTy + 0zT;°) 


oder die Gleichung 


>) Vel. M. Böcher: Einführung in die höhere Algebra, deutsch von I. Beek. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 


‚23, S. 36 267 
3) ,RLagrange, a.a. 0. 
ıı R.v. Mises: Mechanik der plastischen Formänderung von Kristallen. Diese Zeitschrift, Bd. Ss (192>), S. 161 
5 18». K. Hohenemser u. W. Pragzer: Beitrag zur Mechanik des bildsamen Verhaltens von Flußstahl. Diese 
Aeitsehrift, Bd. 12 (1932), S. 1-14. G. J. Taylor H. Quinnev The Plastie Distortion of Metals. Phil. Trans. Roy. 


e. Vol. 230, p. 323 bis 562. 
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so sieht man, daß das Verschwinden ihrer Differenzendiskriminante eine notwendige Be- 
dinzung des plastischen Zustandes ist?). 

ls ıst zu erwarten, daß wir die Ungleichheit, durch welehe die gefundene Plastizitäts- 
bedlinzune zu einer hinreichenden ereänzt werden kann, bei der Untersuchung des voll- 
plastischen Zustandes finden werden. Im vollplastischen Zustande muß außer der Differenzen- 
diıskriminante Fo aueh noch die Diskriminante im engeren Sinn D, verschwinden. da zwei 
Wurzeln der Säkulargleiehung zusammenfallen, Hieraus folgt 


Lei rei . | (14). 


Diese Bedingungen sind für den vollplastischen Zustand nieht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend. Sie legen uns die Berechnung von I, 4? aus (7) und (11) nahe, die zu 

l: k° 1.“ I(o, 10 ie r (0, 0,)}’ —+1I6 6,)”| (9, 0.) (6, 5) (0, 0.) 
führt. Die rechte Seite ist. wenn ın (10) «die Uneleiehheiten bestehen. stets neeativ. in allen 
anderen Fällen mieht negativ: also sind die notwendieen und hinreichenden Bedinzungen 
(des halbplastisehen /ustandes 


u‘ 


"=D Fiir =t PER 5 kr 


\lıt Ihilfe von (7). (15) und (12) Jäßt sich hier alles dureh die 6 Spannungskomponenten und 
) ausedrücken. 

Üs sei noch einmal daran erinnert, daß 7,. T,, D, und F sowohl gegenüber Drehungen 
(les Koordinatensystems, wie gegen Überlagerung eines hydrostatischen Spannungszustandes 


ıinvarıant sınd. 


3. Berechnung der plastischen Formänderungsgeschwindigkeiten. Zur Berechnung der 
plastischen Formänderungsgeschwindigkeit hat man zwei von einander verschiedene und ım 
allgemeinen einander widersprechende Ansätze: die Fließpotentialtheorie, welehe mit dem 
lıeßpotential F' «las Bestehen von 


dl: d: j d; dd Y d Yy Ö Y \ F R F' (\ F (\ F Q a 


=“. Bee t;) 
lt lt dt lt lt lt 00, 06, 00- OT, OT, OT. 5 
fordert, und die Gleitebenentheorie, die im halbplastisehen Zustand 
de, de, d: e 
= 1:0: ee 


dt dt di 


fordert"). Es läßt sieh nun zeigen, daß für die Sehubspannungsbedingung beide Ansätze zu 
demselben Resultat führen. 

Ohne «die Alleemeinheit unserer Ausführungen einzuschränken. können wir das räum- 
liche Koordinatensvstem in die Hauptspanungsachsen legen und die Hauptspannungen so 
numerieren, «al o, > 0o,»6, ist.  Difterenziert man die Gl. (5) logarıthmisech partiell nach 


i C l R F' Ö F d: d; = d; z . 
6,,0,,6,, So sieht man, daß \ - z 0. also, daß : z 0 ıst. Ferner 
00, 00, 00, dt lt At 
besteht für o 7 l: 
R Zu 
\ 2 (0 27 u J® | io, 0.) (0, 0, ig (20, oO, 5.) ). 
( 
\.Haaı u nv 0 an: Göttingen, Nachriehten math. phys. Klasse, 1909, S. 204 bis 218. 
®, Über Fließpotentia nd Gleitebenentheorie vel. R.v. Mises, a. a. O., und A. Reuss: Fließpotential oder 
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Iso auch 1t —(), womit die Übereinstimmung der beiden Plastizitätstheorien für die Schub- 
{ 


„annungsbedingung bewiesen Ist. 
| Drückt man in der Differenzendiskrimimante (9) die Größen 7, und I, aus (13) dureh 
o Spannungskomponenten aus, so ist #==0 die Schubspannungsfließbedingung und F das 
ließpotential, aus dem laut den Gl. (16) die Komponenten der plastischen Formänderungs- 
»schwindiekeit berechnet werden können. Die Durchführung der Berechnung bietet keine 
noan Gesichtspunkte, wenn man davon absıeht, daß sie die ganze Kompliziertheit der Folge- 
ungen aus der Schubspannungsbedingung und die Überlegenheit der Misesschen Fließ- 
‚lineune’) bei der Bearbeitung allgemeiner Spannungszustände klar vors Auge führt. Die 
Berechnung ergibt, daß die Komponenten der plastischen Formänderungsgeschwindigkeit 
sunzen rationalen Ausdrücken der Spannungskomponenten proportional sind. 

Wendet man die verallgemeinerte Fließpotentialtheorie auf den vollplastischen Zustand 
ın. so hat man bei der Variation außer der Bedingung, daß die plastische Volumänderung 
‚erschwindet. noch zwei weitere Nebenbedingungen zu berücksichtigen, da der vollplastische 
/ustand eben dadureh gekennzeichnet ist. daß in demselben die Fließbedingung dureh zwei 
Gleiehuneen bestimmt wird. 

Beziehen wir «den Spannungszustand auf die Hauptspannungsachsen, dann kann jedem 
Spannungszustande im Bildraume mit den Koordinaten 0,,9,,.0, ein Bildpunkt zugeordnet 
werden. Zu jedem Bildpunkte gehört ein Vektor der plastischen Formänderungsgeschwindige- 
of ,„oF ,0F 
PR / a’ / Fr. 
fällt also in die Normale der Fläche F°-0, auf weleher der Bildpunkt der Spannung sich 
befinden muß. Im halbplastischen Zustande, wo zwei Gleiehungen der Fließbedingung F, = 0 


keit. Im halbplastischen Zustande hat dieser Vektor die Komponenten 4 


und 7, 0 erfüllt sein müssen, liegen die gemeinsamen Punkte der Flächen F, 0 und 
", 0 im alleemeinen auf der Sehnittkurve dieser Flächen, deren Tangente zum Vektor 
HF OF, ‚oO F, OF, ‚oO N, OF, \ i. . . 

I tu | Lu A + u “ der Formänderungszeschwindiekeit senkrecht 
0 \o, "6, 00, 06, ; 00, 


l ( 2 
steht. Zur Bestimmung der Multiplikatoren 4 und « hat man, wie es sein soll, die beiden 
Nebenbedingungen FF, VO und F, 0. 

ls stellt sieh nun heraus, daß bei einer ungünstigen Fassung der Fließbedingung diese 
Rechnungsweise versagt. Die Kurve, auf welcher sich der Bildpunkt 0,,6,,0, im voli- 
plastischen Zustande befinden muß, kann auf mannigfache Weise als der Ort der gemein- 
sımen Punkte zweier Flächen angegeben werden. Berühren sich die beiden Flächen, so er- 
hält man bei mechanischer Anwendung der Fließpotentialtheorie für den Vektor der plastischen 
Formänderungsgesehwindiekeit eine ganz bestimmte Riehtung, nämlich die Riehtung der & 
meinsamen Normale beider Flächen. Statt der beiden Reaktionsgrößen 4, , tritt deren in 
Wirklichkeit nur eine auf. Wir haben eine Gleichung mehr, als zur Bestimmung der Unbe- 
kannten notwendie sınd. Diese Überbestimmtheit verschwindet, sobald die Klıieß;bedineung 
so gefaßt wird, daß sieh die Flächen F\ 0 und F,=d6 nieht berühren, sondern im engeren 
Sinne des Wortes schneiden. 

Diese Verhältnisse können im Falle der Schubspannungsfließbedingung leicht veran- 


E 0, 1 in - O0, = u 
vom mittleren Drucke = unabhängige 
+) 


sind, beziehen wir unseren Bildraum auf neue Koordinaten, die wir so wählen, daß die An- 
langspunkte zusammenfallen, z in die Riehtung 1:1:1 weist und endlich „= zu 6, senkrecht 


schaulieht werden. Da alle Größen 7,,1,. F,D 


.; nu 9%, 70,76, „ “ 
steht. Da wir im vornhinein wissen, dab 2 en überall herausfällt, so können wir, 
+) 
ohne die Allgemeinheit einzuschränken, einfach 2 0 setzen. Führen wir in der „wyp-Ebene 
noch Polarkcordinaten ein, so wird 
r (v3 ba v 2 | nn: 
9) = IUOS I - sın u). 6, = SUCOS SING ). 6, u 51219, 
z 6) / / 6 / Ph / 


Kine kurze Reehnung ergibt aus (7), da p, © gesetzt werden kann 


3 | 
2sın9q, D 


37° r - 
» 5,9 I, r| 2 yrwosag 


II 


und die Fließbedingung (14) für den vollplastischen Zustand wird 


Zr A EEE 
?— k=0,|-r) 4si3p 4 =0. 


‘), R.v. Mises, Naehr. d. Gött. Ges, d. Wissenseh. 1913. 
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(up (Abb. 1.) Wir haben den Fall vor uns. wo sie] 
diese beiden Flächen berühren. die Kließpotential- 

[| ‚X 72-44° theorie darf also nicht ohne weiteres benutzt 
werden. Um sie dennoch anwenden zu können. 
\ \ / brauchen wir nur die Fließbedineune 
- > -. Aa > 2 r -—- #4 sh .- 
\ 
% \ Pd 2) 
4 N % I, A” und 1 BE |  ; | 
D, Ö F=0 \ 
$ x n eisen .) 
| | oder vr kV 5, c0osdg 0 setzen und erhalten 
/ +.) 
/ IN so für die Komponenten der plastischen Form- 
IHN, änderungeseeschwindiekeit 
won ._ i „* I ._ 
u © N 
\ 
Ya de, ‚ c #4 Ö] D, 
A It ® 
\ } \ TR Q Ör (\ Öx 
d "x ) Q k, e m 0] N, 
\hh. At "u Br 


4. Zusammenfassung. Mit Ililfe der in 1. definierten Differenzendiskriminante kann 
man die Schubspannungsbedingzung, ohne auf die Hauptspannungen Bezug zu nehmen, unmittel- 
bar dureh die Spannungskomponenten ausdrücken. Da für diese Fließbedingung die Gleit- 
ebenentheorie mit der Fließpotentialtheorie übereinstimmt, braucht man zur Bestimmung der 
plastischen Formänderungsgesehwindigkeiten die Hauptachsenriehtungen nicht zu kennen, 
sondern kann die Komponenten der plastischen Formänderungsgeschwindigkeit mit Hilfe des 
"ließspotentials berechnen. I 


Die Verfestigung von flußeisenähnlichen Körpern. 
Fin Beitrag zur Plastizitätstheorie. 
Von FR. G. Odgrist in Stockholm. 


ei den meisten bisherigen Versuchen einer mathematischen Theorie der Plastizität wurde 
5 die Fließsehubspannung 4 als eine unveränderliche Konstante angenommen, beziehungs- 
weise als Funktion des mittleren Druckes aufgefaßt. Zwar fehlen nicht spezielle Ansätze zur 
Berüecksiehtieunge «er Veränderliehkeit von % mit der Deformation'), doch ist man hier bei 
niehtinvarianten Darstellungen geblieben. Die Annahme konstanter Fließspannung entspricht 
einem nur selten zutrelfenden Idealfall. Die Veränderliehkeit von %, wie sie dureh Versuche 
festgestellt werden kann, dürfte in verschiedenen Fällen vom Standpunkt der Molekulartheorie 
weit verschiedene Ursachen haben. und es wird demeemäß nicht zu erwarten sein, daß eine 
vom makro-mechanischen Standpunkt einheitliche Theorie alle hierher gehörige Erscheinungen 
werde umfassen können. Wir beschränken uns auf Materialien, die vom Typus des schmied- 
baren Kisens bei Zimmertemperatur sind. Dann können wir in erster Annäherung die Er- 
scheinungeen der Relaxation und Nachwirkung vernachlässigen, was bei Metallen. die oberhalb 
Ihrer Rekristallisationstemperatur verformt werden (also etwa Bleı bei Zimmertemperatur oder 
Kısen bei Rotelut), wohl kaum zulässıe sein dürfte. Die Kriecherscheinung, die z. B. beı 
K"lußeisen etwa oberhalb 400" GC beobachtet werden kann, nımmt eine Zwischenstellung ein. 
Bei unserer Darstellung wollen wir durchweg die elastischen Verschiebungen gezenüber 
den plastischen vernachlässigen und die plastische Masse als inkompressibel voraussetzen. 
Bei den gemachten Einschränkungen wird man trotzdem keine genaue Beschreibung der 
betrachteten Erscheinungen erwarten können. Km besonders bei der Auswertung von Ver- 
<ıtehsereehnissen oft vernachlässieter Umstand, der zu verhänenisvollen Trugschlüssen führen 
kann, ist das Auftreten von Anisotropien in bezug auf A. Diese werden teils von der Vor- 
hehandlune des Materials abhäneen, teils wohl aueh von der Deformation selbst hervor- 
eerufen sein. 
Die Verfestieunge des fheßenden Materials (z. B. eines Nußeisernen Zuestabes bei Zimmer- 
temperatur) besteht darin, daß sich der Wert der Fließsehubspannung % als Funktion der Zeit 
und des Verformuneserades auf eine für den einzelnen Stoff charakteristische Weise ver- 


\l erg] m ‚BB. A. Nadai: Der bildsame Zustand der Werkstoffe, Springer 197, S. 89; A. Nadai: 


Bd. 52 (1), 1030, wo sieh weitere Literaturangäaben finden. 
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"ößert. Da wir von spröden Stoffen, wie etwa Gußeisen oder Marmor, absehen, so können 
‘- fordern. daß die Verfestigung von einer hydrostatischen Drucksteigerung unbeeinflußt 
'siben soll. Bei Vernachlässigung von Anisotropien muß unser Ansatz selbstverständlich 
;cvenüber Koordinatentransformationen (Drehungen) invarlant bleiben. 


Einen den aufgestellten Bedingungen genügenden Ansatz bekommen wir, wenn wir In 
ie Fließbedingung für % den Ausdruck 


intraeen, worin 


I; R r Fi) | 

t e 
J: 2} ] Nerjdt| 
6 43 


Dabei ist &;; der Deformationstensor der Geschwindigkeiten w,, t,. t,, also 


v A 
0 , OU; 


Ze 7 BL: 
J r) 2; Ai X; 


Es soll sich die Integration über die Zeit #f entlang der auf den Punkt ,,.r,, «*, führenden 
Stromlinie erstreeken, und zwar von dem Augenblicke f, an, wobei das betreffende Körper- 
element, das sieh zur Zeit tin a, .. ., befindet, in das plastizierte Gebiet eindringt. 4, Ist 
eine Konstante und 2%, offenbar die gewöhnliche Streekgrenze für Zug. FF soll zunächst als 
heliebiee. monoton wachsende Funktion ihres Argumentes angenommen werden. 

Wir wollen zunächst unseren Ansatz an dem Beispiel homogenen Zuges in der . -Richtung 
erläutern. Wir betrachten also einen zylindrischen Zugstab und verlegen die @, Achse parallel 
zu den Erzeugenden. Die #;; sollen alsdann im ganzen Körper unveränderliehe, nur von der 
Zeit abhängige Werte annehmen, und es seı 


I; 9, c 
Eı nal. et an, 
Fil vd. ik. 


Dann bekommen wir, falls der plastische Zustand im ganzen Körper gleichmäßig zur Zeit 
’—=() anfängt, 


"assen wir den Abstand Ah zweier materiellen Querschnitte des Körpers senkrecht zu den 
Krzeugenden ins Auge, so haben wir ferner 
I dh d h 
ORT-, 
hdt dt I, 


falls 4, der Abstand zur Zeit = 0 war. Also wird im Falle dh/dt > 0 


h 
J=y6blg7 . . 22er. (2). 


‘') 


Durch zweekmäßige Wahl der Funktion Fi(.J/) wird man offenbar jedes Zuediagramm darstellen 
können. Setzen wir z. D.: 


FN)= : WEN, . ee er |. ' 
so ereibt sich einfach 
h—h, 
3k—2k,+% Dr Ve a Gr . NH. 
h, 


wo z eine Konstante, der Tangent des Neiguneswinkels im Zugdiagramm, sein soll. 

In der Tat haben sich rein empirisch Formeln vom "Typus (4) für schmiedbares Eisen 
und für Stahl in weiten Grenzen sehr gut bewährt’). 

Als unmittelbare Anwendung der Gl. 4 wollen wir den Fall der gleiehmäßigen plastischen 
Dehnung eines Zugstabes unter Einwirkung einer konstanten Kraft P in Anlehnung an 


>), Man vergleiche die zweite, oben zitierte Arbeit von A. Nadai, insbesondere den Diskussionsbeitrae von 
’ 
is Norris. 
































- 5 E r .. Ztschr. f. angew. 
362 Oılqvist, Die Verfestirgunge von tlubeisenähnlichen Körpern Math und Mach 





II. Henekv betrachten. Fällt die Dehnungsriehtung mit der „Achse zusammen, so gilt 
für «die Zugspannung (Gl. (16) der zitierten Arbeit) 


2 2k N AT . : ; ; P j } j ’ s . . . . . j . . (>), 


worin 7 «die Zähigkeit des fließenden Materials ıst. Es sei ferner f der (Juersehnitt des Stabes 
zur Zeit f. Index O0 beziehe sich auf den Anfaneszustand (#0). Dann eilt 


m) 0 " 


"“ülhrt man (#) une (6) ın (DJ) ein. so ereibt sıeh 


hı Yıcdh 


(9, — x) >k,+x ee 3 


. u . j h «dt 


eine Differentialeleiehune zur Bestimmune von F+ als Funktion der Zeit. Die Anfanesbedineune 
ist 4 = h, für #0: mithin lautet die Lösung 


0,—x%)h—(2k zıh, 


Ek,) 


(>k, PAR 
log 


(|, 
rt lı (6, 


’ 


welche Formel ım Falle z 0 mit der Formel (l7e) von Ileneky äquivalent ist. Auch in 
unserem Falle wird der Quersehnitt f nach dem Verstreiehen einer endlichen Zeit # auf Null 
zusammenschrumpfen. Es wird 


‘ . I 9% 
ea log 4 esse 


eine Formel, die in dem von Henekv angegebenen Sinne der experimentellen Prüfung zu- 
eänelieh sein dürfte’, ohne daß sieh die von ılım befürchtete störende Einwirkune der Ver- 
festieune «ürfte wesentlich bemerkbar machen können. 


Die Theorie von Henekv ıst vielfach bestritten worden, und zwar wegen fehlender 
Übereinstimmung der Gl. (5) mit den Versuchsdaten. Es wird für Körper vom Typus des 
schimiedbaren Eisens sowohl aus experimentellen als theoretischen Gründen’) eine viel 
schwächere Abhängigkeit «der jeweiligen Spannung 6 von der Verformungsgeschwindigkeit 
eefordert. als die dureh «ie Gl. (5) gegebene. Wie dem auch sei, unser Ansatz (1) ist natür- 
lieh nieht an die Henekvsehe Theorie gebunden, sondern betrifft ebensogzut andere Theorien 
der Plastizität. 


Betrachten wir als weitere Anwendung die plastische Drehung eines kreiszylindrischen 
Stabes unter Zugrundelegzung der Theorie von St. Venant-v. Mises. Wir werden uns auf 
den einfachsten Fall beschränken, wobei der ganze Stab plastiziert wird. Bei Benutzung von 
/xlinderkoordinaten vr, 9, z können wir dann behaupten, daß die einzige von Null verschiedene 
Komponente des Tensors der Delormationsgesechwindigkeiten die Schiebungsgesechwindigekeit y; - 
sel") Es folgt nämlich aus den Gleiehzewichtsbedingungen, auch in dem allgemeinen Falle. 
wenn «die Schubspannung 7,. eine beliebige Funktion von r ıst, für Punkte im Abstande r 
von «der Zylinderachse 


i du) | 
0). 
h dt | 
Hierbei ist 9 der Verdrehungswinkel zweier materiellen Normalen der Zylinderachse, deren 
achsialer Abstand h ist. Wir bekommen alsdann nach (1). wenn die Drehung zur Zeit 
! VO anfängt, 

u dd ı) ] ») rı) 


i=r—_, ,., ,., 2. = 2 ı ı 2 2: „; Bi 


Jey2\5 u h 


Dies ın (1) eingeführt gibt im allgememen Falle die Abhängigkeit der Fließschubspannung % 
von dem Verdrehungeswinkel # in versehiedenen Abständen r von der Zylinderachse. 


H. Hi v: ZAMM, Bd. 5, 1025, 8. 193 
ı), H. Henekv: loe. eit., 
‚L. Prandtl: ZAMM, Bd. 8, 1998, 8. 8. 
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Betrachten wir die oben (3) eingeführte spezielle Form der Funktion F(J), so ergibt 
‘ich für die Schubspannung 


#9 
|, /3 
2k,+z\e" \ | 
19; = a ae a a et 7 OD 
V» 
nd für das Drehmoment 
ae 
y na? 2k,, >rınx ja I? Gal 6] en Va 6y>5M a’ | 3 
J r e E 2 y > - e = ; >). 
3 y3 y3BUN 9 „ „ „ 30 


eine Gleichung, die einer unmittelbaren experimentellen Prüfung zugänglich sein dürfte. 


Schließlich ser auch der Fall betrachtet, wo ein dünnwandiges Kreisrohr vom mittleren 
Radius a gleichzeitig gedehnt und verdreht wird. Dieser Fall entspricht der Versuchs- 
nordnune von K. Hohenemser‘). Wir haben dann unter Beibehaltung des rotatıons- 
symmetrischen Koordinatensystems 


BR. I dh I dh 
“ h dt’ a Ih dt 2, 
ad) 


TE Fern 


=. 


und foleliech 


/ 
1. 6/dh? 2a’ (dd: 
\ la) tw ullt oe 


so daß hier .J nieht länger eindeutige durch Anfanges- und Endwerte von h und 9 bestimmt 
wird. Hingegen wird ./ sofort durch Festlegung des Deformationsweges, d. h. durch Zu- 
ordnung von zusammengehörigen Werten von k und 9 eindeutig bestimmt. ./ ist von demı 
zeitlichen Verlauf der Deformation unabhängig. # spielt hier wie in den vorigen Beispielen 
ledielich die Rolle eines Parameters. 


Bei der experimentellen Prüfung von (Ih)... . (14) müßte die Drehung so weit ge- 
trieben werden, daß die Einwirkung des am Anfang des Versuches existierenden elastischen 
Kerns klein gegenüber derjenigen der Verfestigung wird. 


Weitere Anwendungen des Ansatzes (1) werden an anderer Stelle veröffentlicht werden. 


Bemerkung bei der Korrektur. Die Arbeit wurde in der obigen Form im März 1932 ab- 
oeschlossen. Seitdem ist eine Arbeit von R. Schmidt‘) erschienen, die denselben Gegenstand 
behandelt. Von den von Schmidt eingeführten verschiedenen Ansätzen ist jedenfalls einer 
mit demjenigen der vorliegenden Arbeit nahe verwandt, nämlich derjenige, wo die Verfestigung 
von der Größe A Gestaltänderungsarbeit je Volumeneinheit abhängig gemacht wird. Der- 
selbe Gedanke war übrigens schon bei G. H. Taylor und Quinney’) zum Ausdruck 
vekommen. Demgegenüber besitzt unsere Größe J den Vorteil der Dimensionslosiekeit, und 
außerdem dürfte sich unsere Theorie in der mathematischen Anwendung einfacher heraus: 
stellen. Die Entscheidung zwischen den verschiedenen Theorien kann nur auf Grund weiterer 
Versuche getroffen werden. — Vergleicht man unsere obige Theorie der Verdrehungsverfestirung 
mit den Versuchsdaten von Ludwık und Scheu (die von R. Schmidt zitiert werden) in 
der Weise, daß man die Funktion F (.J) einerseits aus dem Zug-Druckversuch, andererseits 
aus dem Verdrehungsversuch berechnet, so liegen die experimentellen Punkte zwischen den 
beiden theoretischen Kurven, die man erhält, wenn man einmal die v. Misessche Fließ- 
bedingung und zweitens die Schubspannungshypothese annimmt. Diese Übereinstimmung bleibt 
im ganzen Verfestizungsgebiet bestehen, bis etwa ./ x 1, wo die Einschnürung des Zugversuches 


) leder 
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‘, Hohenemser: ZAMM. Bd. 11, 1031, S. 1». 
°); Ingenieur-Arehiv. Ill. Bd., 1032, S. 215 bis 235. 
», Phil. Trans. Roy. Soe. London, Bd. 230, 1951, S. 323. 
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Stromlinien und Hauptspannungstrajektorien. 
Von P. Nemenyi in Berlin. 
Aus dem Institut für Technische Strömungsforschung. Technische Hochschule Berlin.) 


orliegender Aufsatz bringt eine allgemeine Erledigung der von mir auf dem Stockholmer 

Kongreß) aufgeworfenen Frage, ob die Stromlinien und Äquipotentiallinien einer beliebigen 
ebenen Potentialströmung als Hauptspannungstrajektorien eines ebenen Spannungszustandes 
aufzefaßt werden können. Die Antwort ist bejahend. 

Als Ausgangspunkt des Beweises dienen die auf die Hauptspannungstrajektorien be- 
zozenen Lameschen Gleiehgewichtsbedingungen, sowie die aus den Verträgliehkeitseleichungen 
folgende Tatsache, daß die Summe der Hauptspannungsgrößen 

o, + 6, eine harmonische Ortsfunktion ist. 
lın weiteren wird o, +0, kurz mit 20, 6, 6, mit 2r bezeichnet. 

In meiner ursprünglichen Beweisführung ?) habe ich reehtwinklige Hilfskoordinaten benutzt. 
In der vorliegenden Fassung vermeide ich — soweit möglich die Anwendung eines festen 
Koordinatensvstems. Ich folge dabei einer dankenswerten Anregung des Herausgebers dieser 
Zeitschrift. der mir diesen abgekürzten Beweisgang angedeutet hat. 

Mit den erwähnten Bezeichnungen schreiben sich die Lameschen Gleiehunzen wie folet: 


T I oO 
7% 0E ' Ge ne 5 
Oo, 208. 
T Io |.» 
(6 Tr) , : : ; : i f , ; i : ' \ ' j IL ZL 
O), ) 0 N 


lkın wohlbekannter Satz über Potentialströmungzen setzt uns in die Lage, aus diesen 
Gleichungen die Krümmungsradien o,, o, zu eliminieren. Bezeichnet man mit » die absolute 
Größe der Geschwindiekeit in dem vorgelegten Potentialnetz. so zelten die Zusammenhänge: 


! (\ ! 
\ (h) 
0, ( N 
/ 00 
») 
\ IS). 
ı) ( N, 


Aus (D und (1. bh folet: 


Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung mit , multiplizieren, so» erhalten wir eine 


! 
vor " Ö E\. T 
Gleichung, deren linke Seite nichts anderes als, | „) Ist. „. Soll im weiteren mit u be- 
5 \gi R 
zeichnet werden. Dann haben wir den Zusammenhang: 
. ( „u 06 06 On 06 1 Ä 
0. . mv ee Et a ee? Fe (il. Rh), 
OS, OS, Cu Os, Oo 


wober 3 die zur vorgelegten Stromlinienschar gehörende Stromfunktion bedeutet. Bezeichnen 
wir nunmehr mit 0, 0, «die partiellen Ableitungen von # nach beliebigen Koordinaten- 
nehtungen .r, 7, mit #.r, aber die auf dasselbe Achsenkreuz bezügliehen Komponenten von 


" (Geschwindiekeitskomponenten), so folet aus obieem ohne weiteres: 
(6 
Out rt U, . . ee ED RE 


Genau auf demselben Wege folgt ferner, falls y das Potential des vorzegzebenen Netzes 
bedeutet: 


r HM Q OÖ Q 2) (\ { Q G 
u” . \ . \ 5 ; j j s a 3 ; . : . : i (11.2) 
( S US, ( y 7 ur 
um sonnt 
we 
( ‘) ) 
z De sa a a  ı Bin 
(q 
! 
'), Uber Spannungesfelder, die mit bekannten Strömungsfeldern isomeorph sind. Abhandluneen des III. Internat. 
No VvYeoSSes fıır Techn. \leceh > N PR 1.» his Ihr. Stoekholmı 1193] 
') Vortrag gehalten am 4 März 1032 in der Ortsgruppe Berlin der Gesellschaft fir angewandte Mathematik 
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Bisher haben wir nur die geometrischen Eigenschaften isothermischer Kurvenscharen 
und die rein statischen Zusammenhänge zwischen den Hauptspannungen, nieht aber die aus 
dem HElastizitätseesetz folgende Forderung: o harmonische Ortsfunktion ausgenützt. 

Um nun dies zu tun, können wir am zweekmäßigsten mit Hilfe funktionentheoretischer 
Betrachtungen vorgehen. Wenn nämlich o eine harmonische Funktion ist. so ist nach einem 
hekannten Satz der Funktionentheorie: 

Q O Q Ö 


eine Funktion der komplexen Veränderliehen 49 +ty ww und daher auch der komplexen 
Veränderlichen: # +19 2. 


Aus: 
i Q 2) 06 ’ 
Fi(z) 2 uw "tt r,U, (v,u, ".t,) | 
/ / 
2 Am () 
tt. rtru,)it; tn, im, tuy)‘ 7, 


folgt daher, daß u. + dw, ebenfalls eine Funktion der komplexen Veränderlichen z sein muß. 


Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fordern demnach, daß mx Maya: 


ferner, daß ux,, ty, und daher =0 seı. 


Demzufolee ıst: 
| 


v—=ua(a Hy) br +tey+d=ar +br tey+d 


und somit: 
RT, 


„u 


=. uw=rlar +brtey+ d=(lar+brt+tey+d) 





Gleichung (I) setzt uns ferner in die Lage, auch 6 allgemein anzugeben. Wenn nämlich 
die komplexe Funktion, als deren Realteil 6 aufgefaßt werden kann mit 5 bezeichnet wird 
(also 6 MS). so Ist 


IS 
a IN dz 
"123 
dir dm 
d: 
und es ereibt sıch: 
\ | 3 ke TR Di 1 
o n\de 1m ,,) | dz um 3 ae. m vn DE re (I). 
’ \ / dz 
Daher ıst: 
u. tiu,=-2az+b+ie=2azg + A 
um somit: 
dm\® 
oc=R\l@az+b Hie)l :)dz. 
. f Z 





Wir haben somit den Satz bewiesen, daß zu jedem Potentialnetz ein ebener Spannungs- 
zustand gehört, dessen Hauptspannungstrajektorien von dem gegebenen Kurvennetz gebildet 
werden. wobei die Lösung fünf willkürliche reelle Konstanten enthält’); jeder willkürlichen 
Wahl dieser fünf Konstanten entsprechen zwei, im allgemeinen verschiedene Lösungen, je 
nachdem. welcher der beiden zerebenen Kurvenscharen man die Rolle der Stromlinien 
zuschreibt., 

Wir können die oben erhaltenen Resultate auch geometrisch leicht veranschaulichen. 
kann man als ein willkürliches Rotationsparaboloid mit lotrechter Achse darstellen. Wenn 
man die Ortdinaten dieser Fläche mit dem örtlichen Wert von »” multipliziert, so hat man r. 
Was o anbelangt, unterscheidet sich dessen Gradient in jedem Punkte der Größe nach von 
dem Gradienten von « dureh den Faktor »”, und der Riehtung nach erhält man den Gradienten 
von o dureh Spiegelung der Gradientenrichtung von « (also des zur Achse des Rotations- 
paraboloids führenden Fahrstrahls) an der örtlichen Gesehwindigkeitsriehtung im vorgegebenen 
\etze. Nur in dieser Gradientenrichtung unterscheiden sich die beiden zu denselben Parameter- 
werten gehörenden Lösungen voneinander. 

3) Setzt man a— be — UV und die Integrat ionskonstante ebenfalls ®, so erhält man reine Schubspannungszustände, 

Typ von Spannungszuständen, der schon von L. Föpp] unter dem Namen: „Harmonische Spannungszustäande‘ 


itersueht worden ist (siehe L. Föppl: Konforme Abbildung ebener Spannmmgszustände, ZAMM HH, S. SI bis 92, 1051). 


‚4® 
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Charakteristisch für den gewonnenen Typ von Spannungszuständen ist, daß, falls 7 
längs einer Kurve überall verschwindet, so daß sie also aus lauter Punkten mit hydrostatischem 
Spannungszustand besteht, diese Kurve ein Kreis (oder eine Gerade) sein muß. (Wenn man 
also längs dieses Kreises einen entsprechenden Teil aus der Scheibe herausschneidet, so 
werden an dem Rande nur Normalspannungen übertragen.) 

In meinem Stockholmer Vortrag habe ich sehon, ohne Kenntnis der allgemeinen Gesetz- 
mäligkeit, Beispiele für solehe mit Potentialströmungen „isomorphe* Spannungszustände 
anzereben, sowie die einzelnen (auf ganz anderem Reechnungesweg dort gewonnenen) Erzehnisse 
physikalisch gedeutet). 

Alle dort gegebenen Beispiele und noch eine große Fülle anderer interessanter Zusammen- 
hänge sind als Sonderfälle in den Lösungen enthalten, die als Trajektorienscharen die Kurven- 
netze, «die durch folgende beiden Strömungsfunktionen definiert sind, aufweisen: 
>" (mit » reelle Zahl: es müssen zwei Fälle gesondert betrachtet werden: 


| | 


un P zZ; HKE+Z, 


l.ıstens 


denn der erste Fall, also der Fall der konfokalen Parabeln als Trajektorienscharen führt 
offenbar auf eine lorarıthmısche Lösung. Auf diesen interessanten Ausnahmefall, ebenso auf 
das Beispiel: » 2 (gleichs. Hyperbeln) will ieh gelegentlich in einer kurzen Mitteilung 
zurückkommen. 

/weitens .Ilz, wo .| eine komplexe Zahl. 

Durch vorliegende Arbeit ıst meine Fragestellung ın allem wesentlichen beantwortet. 
soweit reeuläre Punkte des Potentialnetzes betroffen werden. Weleher Art aber die 
Kraftsineularitäten sind, die den Sinzeularitäten eines vorzeezebenen Strom: 
liniennetzes zu entsprechen haben, diese Frage ın Allgemeinheit zu klären, ist mir noch 
nieht velungen. 

Ich danke Herrn Prof. H. Föttinger, der mir die Möglichkeit gegeben hat, «die Unter- 
suchune im Institut für Strömungsforschung «durehzuführen, sowie meinem Kolleren in diesen 
Institut, Herrn F. Weınıg, für gelegentliche Beratung bei der Arbeit. 2S6 


Messung der Zähigkeit durch gleichförmige koachsiale 
Bewegung einer Kugel in einem Kreiszylinder. 
Von @. Duffing in Berlin. 


iv Bewezung einer Kugel in einer zähen Flüssiekeit gehört seit langer Zeit zu den 
D Forschungsarbeiten der IHydromechanik. 

/unmächst hatte man einfache Ergebnisse erhalten dureh Vernachlässieunge gewisser 
Glieder der Bewegungsgleichungen. Später hat man die vernachlässigten Glieder wieder teıl- 
weise berücksichtigt, dafür aber die Einfachheit der ursprünglichen Formeln preisgegeben. 

Die Formel von „Stokes" bezog sich auf eine Flüssigkeitsmasse von unendlicher Aus- 
dehmung und war daher nicht anwendbar auf eine in einem zylindrischen Gefäß mit Boden 
betimelliehe Flüssiekeit. Dieser Fall wurde von R. Ladenburg bearbeitet, aber dessen Re- 
sultate lassen sieh auf den Fall geringen Spiels zwisehen Kugel und Zylinderwand nicht an- 
wenden". 

Die strenge Lösung des Problems mit den Grenzbedingungen an der Zylinderwand, am 
Boden und an der freien Oberfläche bietet anscheinend unüberwindliche Schwierigkeiten, une 
es Ja@ nahe, eine mehr im teehnisehen Sinne orientierte Lösung zu suchen, bei der mathe- 
mäatısche Strenze zueunsten einfacher Schlußformeln zurücktreten mußte. 

Schon Grashof’) hatte in seiner „Theoretischen Maschinenlehre* einen Abschnitt 
„Strömung längs gegebener Bahnen” veröffentlicht, der sieh in die Hydrodynamik strenger 
Richtung mieht einfügt: alleın als Auswer sei diese Betrachtunzsweise hier zestattet, zudem 
da sie in der Theorie des Sehmierfilims vielfach unbedenklieh angewendet wurde. 

Sımd «lie Strombahnen einieermaßen passend vewählt, 0 kann die Lösung als erste 
\nnäherung betrachtet werden, aus der dureh Korrektur eine weitere Näherune hereeleitet 
werden kann, falls hierfür ein praktisches Bedürfnis vorliegen sollte. 


I, Die Ergebnisse sind im allgemeinen riehtie, nur bei dem in Punkt I behandelten Beispiel habe ieh nieht die 
vemeinste Losung mit lunf Parametern herausgefunden. Auch die Bedeutung des Umstandes, daß dureh Festleeung 
ler fıınf Paı Inelerwerte wei voneinander ım alleeı einen verschiedene l.ösungen definiert werde 1, war mir damals 
| } 
latschek: Die Viskosität der Flüssigkeiten. Steinkopff, Leipzie 1999, S 


(, ıs0tol Yheor tıscehe \l se hinel lehri i \ob. l.: Ipzig 1872, Bl. R SS. 2398. 
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Wir betrachten eine reine „Zähirkeitsströmung“, d.h. wir vernachlässigen alle Massen- 
-ifte und beziehen nur die Scheerspannungen in Riehtunze der Stromlinien in die Rechnung 
in. Die Strömung sei stationär und die Kugel als stillstehend angenommen, während der 
/xlinder sieh mit der Geschwindigkeit 7° senkt. Das Problem ist ein achsensvmmetrisches, 
‚iso zweidimensional. Demgemäß wählen wir ein krummliniges orthogonales Koordinaten- 
stem ZI, bei dem die Zylinderwand durch 20, die Kugeloberfläche durch 2 = 5, 
‚epräsentiert wird. 


\ 


Kin solehes Koordinatensystem ist gegeben dureh £-0 
lie Beziehungen &>0 2 Du8 
Koi: a Sind |] 
z=r|&of£&, — Sind, cr; Serfot— 
t l | | 1 | Koi: cos, — a dbrfi E 


(1). 
ar £ sin }) 
/ 0] 5 I fe ESE TE 





wo... 9 die aus Abb. I ersiehtlichen Cartesischen 
Koordinaten bedeuten’). 

Die Kurven 7) eonst bilden die Kreissehar dureh 
die beiden Punkte : -nx = -w, deren Gleichung 





r, u. Y y nn zu: 
| Cojs,) & Ds, col „| — (2) 
y / sın“ a 
ist. Die Kurvenschar ==eonst ıst die Sehar der 


Orthoeonalkreise, zu denen auch der Kreis der Kueel 
‚,<Od) und die Zylinderwand 2==0 gehören. 


= - We 
- 











Dem Bogenelement ds  yeda’ + dp entsprieht | 
do | d&®-+d 1" M-ds ee kAsıezı 2 
worin Abb. 1. 
Ko] & COS I 
Ayj Fee (4). , 
r Sin, 

Der Spielraum zwischen Kugel und Zylinderwand ist 

BEITEN ET: Der er EI 


Die Schubkraft längs der Fläche £  const pro Flächeneimheit ist bei dem Sechubmodul u 


\ 


( 
M (5), 
4 u N ( } 


kn 
_ 


Wir betrachten nun den Flüssigkeitsring, dessen (uersehnitt von den Bogenelementen 
\/ ds und \ di, begrenzt wird. Vernachlässigt man die Reibungskräfte senkrecht zu den ange- 
nommenen Stromlinien S= eonst, so ergibt sich auch der Druck p als unabhängig von &. Die 


Schubkraft an der Seitenfläche |, Ay: wda, wo «da «die Länge in tangentialer Riehtung be- 


JM 
deutet, ıst 
\ \ 
et em - 
dar ı, dıy- u Mi: ua zda.dn. er } ; 
Auf die Seitenfläche \y d=s-.#da wirkt der Druck \/ pdads. Das Gleichgewicht der an 
u e 3 v 
dem reehtwinkeligen Parallelepiped von den Seitenlängen y ds, y dy, “da angreifenden 
kräfte verlangt, daß 
\ - N s \ \ 
( pa re 0 /a ( MN 
de\dı ) dS\dı 7 ’E Idesdı 
& zu M / l 7 | M | / DE N ' 
oder 
Io» l 6, Io DZ 
=: (BOJ) E — cosn) ee Eee te 
“OH roimE, x 1: VF- | | 


>) Verl. Ztschr. f. aneew. Math. u. Mech. 





1924, 8. 296 I. 
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woraus folet 


N e : 4 | .- \ 
Be |. kols, Bin MG op “ ” 9) 
vl: cos ”ı(&olE cosı)?| m 0) \. NE 
Obeleich die Intereration von (9) nach E sieh in geschlossener Form ausführen läßt, wollen wir 


auf dieser Stufe schon Reihenentwiekluneen zu Hilfe nehmen, da die nächste Inteeration uns 
doeh dazu veranlaßt. 


Wir setzen 


| | | &” | | | | |. 
‘ ) zZ le" 4 (40) 
bot: COS 4 | vos ut | vos ) I | COS Kr >| ( | vos )”| 
um können uns. da = eine kleine Größe = OL, auf die beiden ersten Ghieder beschränken, 


[alls 7 oberhalb einer Schranke bleibt, über die weiter unten noch zu reden sein wird. 


Die Inteeration von (9) nach E ereıbt 





a a | 
h jzuns, bols, F cos7° Ass et 
(il). 
sn | | | || op a7) 
NE | vos 3 (1 COS 7)” s ) u Q 7 " OS 


Die Größe A ist Funktion von „7 und unabhängig von &. Für die 
nötigen wir noch einige Reihenentwicklungen: 


Aus (1) folet: 


weitere Integration be- 


" bo]: vos bolE cos 7 
Mr Boj($, S) bo] &, cos 7 Bol ($, &) Co] B, -6&o] &, (dl eos 1) 
. DIN” — 
. " he ) . , f] -) —_— 
zu -sın I+2 
) ) | | COS 
== eh a BEER - bis, TE 
Eof E sin? — — Sin|&, ——|)Sin; i :ı Sin 
L—2 12398 8015 zu, — 
| a | COS 7 
Die KEntwieklunge des letzten Faktors ereıbt 
Y Tna?:£ Ta: Ta: Tin’. | 
re DI Be mr! 38, | Tg s, 284 - I; 
| cos ” (| COS 1)" 6 | COS 4, COS 1)” (1 vos “ 
Die Reihe konvereiert, wenn 
IgE, Sins 2 Sım? > | vos 
bo] (5, &) 1 RER | 
oder cos 3, az ‚ wobei O0 >22 >72, also schließlieh cos nn. 
Bo] $, bo], 


Diesen 1, bei © & entspricht der höchste Punkt «der Kugel, so daß 


die Reihen- 
entwieklung noch für die Umgebung dieses Punktes eilt. 


Die Konvereenz ıst aber zu lang- 
sam, so daß die angeschriebenen Glieder nieht genügen, was ım Lauf der weiteren Rechnung 
zu beachten ıst. Mit der Bezeichnung 


IN r | I0£, 
eg und 114 7 
rBols, d Bols,| | vos 


| 
| 


st, 


so daß ın der obieen Entwieklune Glieder mit &,' vernachlässigt werden (was zulässige ı 
dureh Integration mit der Be- 


1 
wenn 2, Werte im Betrag von 0,1 annımmt), folgt aus (11) 
dinzeune u ! für 20 


€2] Zın S | el» N 
s=U+eliir E. - west \y I (12) 
23 cos" | | cosn|'' 2|u a7 De 2 


Die Bedineune » 0 für & < ereibt dann 


( [ | | | | .) u Op 13) 
= 4 (1, 
-n 2] cos" | | con 2,"'" uon 
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Weiter folgt 


| u Uf, | | ur >) a | ro» 
C\E+ & | ie E’E—-E PNir—E’: 
'1-eoosn’ 2] el 2 1—cosn ‘' | 27 Po cosn udn 
nd damit die Geschwindiekeitsverteilung 
S | | | l | op 
e—=Ujl 4 (&,8—£*)] Fl Fa I Zu (Ih). 
| I 2 1—cosn ”' | 2 1 — cos = ‚Sl uoı 
Op Be 
Der Druckgradient | ergibt sich aus der Bedingung, daß das totale Durchgangsvolumen 
’ ( 7 
sleich ab’: U ar of’ &,- U sein muß. 


Nun ist aber das Durchgangesvolumen 











4 
1 UuU.X - R 
() an| y 2 Dee er u | 
| 
ji ei: | & | | | | 
‚vl - 5, 5  I6ı © sis 
Mr: | COS > u (1 cos) A 
folet 
<| 
ME —. l' ME -._ F,.; | > 
‚de ) < sie Fi . : I 
!J Mr‘ | cosyn|2 ) l cosı 8 | 
ı l 
| | w..; 2 PO, TON | I _ | 
I2(1  cosn) uon|" 3 | cosy 20° | 
Setzt man diesen Ausdruck eleich 
() Bir nz l/ | 3. in;h; 
a eier), 
so folet nach einfacher Reduktion 
 \ | ei 
) ep» : | 4 | | 
ne cosn)"&, ”’I1-+ 6,” &° Te 16), 
7 a7 /) Fr Gh >20] COS | se 


wenn ın der Klammer die Glieder höherer Ordnung weggelassen werden oder schließlich 


"Op a Fr : Ä 19 | | 


GbUE, > Hager) [2 Hay fir)eosn H|- zur S|eos2 7 (I6a). 





“u \ 7 


Der Druckunterschied zwischen der Stelle des engsten Spaltes 7 zz und der beliebigen 
Stelle », an der Kugeloberfläche ergibt sich hiermit 


», n, IE | Buy | .) Ä ) [> Ä IV) | | | 


5) sin gi &5°)sin2|(17). 


Die elementare Druckkomponente in Riehtung der Zylinderachse ist 





Woi £ Zın ı. sı Zım’äsı 
ae Y Or p Maukr Ins, Sim „ om S,sın ie 
r M| bo} & vos (bo) Be, vosn! 
Re Fr sın 7 FERN sın 7 | 
.) - . > .£ ı c 
Snrpl&o) 5, Sind, Ges: a DR SL TEE lady. 
| | IS '(BoJS&, cos) (EofE, cos)! 
) / ) Il 
Durch teilweise Integration und eine kleine Umformung folgt 
7 
Foalb.me nun... en sin 7) 
‚Bo &, Sım?: Bin € „da 
h | | | 1 )? 7 u / 
; * (18). 
| Li? \ I Evi, Sin’! | Sin’ op 
| so’ &,)p. ’ soj’&|p u + en r dı 
> \ us) p, 5\ y: Co] ‚Pi ; | Bols, cos 2 (Bko] &, —cosn)| 0 / 
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| | | &? 
\ıt 5 : | z 
bo] & COS 7 | COS 7 zZ ıl l COS 7 r 
unter Benutzung von (16) und Vernachlässieung der Glieder von der Größenordnung &* folgt 


= 
fiir ddıe rechte Selle von (]S) der Wert 


2. Gual 














ni? £ 1 vi? £ = BT, ‘4 
A .) (1 bo] Sı)P> .) | y? Lv Sp; N yY S1 [7 Tr sın |. 
+ 
| Bezüglich «der Berechnung der totalen Druckkomponente in 
| _ Riehtung der Zylinderachse ist zu beachten, daß wir die gefundenen 

A Resultate nur bis zu einer gewissen unteren Schranke von 7, wo die 

fü e \ eingangs entwickelten Reihen noch genügzende Konvergenz aufweisen, 

[2 benutzen dürfen. Für kleinere Werte von 7 in der Nachbarschaft 
+ g . ei 
| des höchsten Punktes der Kugel hilft der Umstand, daß hier p nahezu 

/ 

., [dp . i 
konstant ist |, 0 im höchsten Punkt wegen der Symmetrie). Unter- 
Tr 0 : 
Tr f L . d . > er . r* . . 

J% halb der Kugel (bei Aufwärtsbewegung) ist, weren Wirbelbildung in dem 
sich erweiternden Ringkanal und Störung durch den Zylinderboden, 
der Druck konstant gleich p, anzunehmen?). (Abb. 2.) (Wenigstens 

Abb. 2. 2 


im Bereich der praktisch vorkommenden Gesehwindigkeiten 1.) 
Wir haben also dem soeben bereehneten Druck noch den Betrag 7.” p, hinzuzufügen 
und den Betrag 7 r’ p, zu subtrahleren und erhalten dann die totale Druckkomponente 


ae (1 -EofE)»2,.— ale,’ "Bojs)p, +l2rulrs (a n+siny)+rae’p,  rr”p, 


ar Cofslp, Pp)tl2aulrs ’(ad—y+ sinn), 


weleher Ausdruek unter Benutzunz von (17) übergeht ın 


> T 1%) | | | 
(a mM)+l2+. = °|sino | | &°)sin2 | . (19). 
un 60° ZEVHE: Si | 


Bauurs | ze TE 


In «demselben Sinne wirkt die Komponente der Scherkraft, deren elementarer Bestand- 
teil den Betrag 
du LE 
-) 


u ‚Pr: ds: 
dd „ ’ 


hat. worin » «die Äußere Normale zur Kugeloberläche bedeutet. Mit 
| | 
An y d = (ds y'': 


wober 2 £,, erhält man hnerfür 
Für &=%, ist 


um ımıt Rüeksicht auf (16) wırd 
| | UP “I -E’)\(] vos) 


Die weitere Ausreehnung ergibt schließlich, im Rahmen der bisherigen Vernachlässigungen, 
für «die totale Scherkomponente den betrag 


- 


SRurUÜE, cd cosy)dı, Grurls ’|r- n+sıny]l . +. (20). 
A\us (ln und (20) folet der totale Widerstand der Kugel 


3 17 FR | | 


Tu ETEI AG. )+I2 Fans) sinn | a „&’)sin23j] PN. 


Ip hrul = > | 
woher aber «ie Kugelhaube, die der Koordinate 7 entspricht, nieht berücksichtigt wurde. Um 
| 


-- .. zu wählen. ent- 
bo], 


diese Kugelhaube einzubeziehen, wäre 7 gemäß der Beziehung cos 7 


/ 


sprechend „0 (höchster Punkt der Kugel). 


1) Auerbach u. Hort, Handbuch d. Mechanik V, S. 798, Nr. 38. 









































Ien 


en. 
alt 
EZU 


er- 


9). 


nd- 


'n, 


), 


r 


1t- 











d 1», Heft 4) 
‚ktober 1993 
m — 


Duffinz. Zähirkeitsmessung «durch Bewezung einer Kugel im Kreiszvlinder 











Dem Wert &, 0,1 würde 7 5" 40° entsprechen. In der Nähe dieses Wertes sind aber 
„sere Annäherungspolvnome, z. B. (10), unbrauchbar wegen schlechter Konvergenz der 
»sihen. Wenn wir die Anwendung unserer Formel (21) auf Werte 5, >01 beschränken 
nd einen Fehler von ea circa 0,0020 zulassen, so können wir in "ormel (21) », I)" noch zu- 
'assen. wobei noch die Sicherheit besteht, daß auch für etwas größere S, der Fehler nicht 


shersehritten wird. 
\p 


Nach Formel (21) können wir den Wert von AR und fürn II" berechnen und müssen 


Q 1 
sine Extrapolation vornehmen, wenn wir den Wert von A fürs >" 40’ erhalten wollen, 
<elbst wenn wir weitere Glieder in den Reihenentwieklungen berücksichtigt hätten. Da es 
sieh um verhältnismäßig kleine Änderuneen IR handelt. bereenet diese Maßnahmen keinen 


Bedenken. 


.d» ’ E x; u i 
Der Teil, (7-1) +2sın sin2», des Klammerausdrucks in (21) hat für 10 
len Wert 4,7047. die Ableitung den Wert 0,0545. Bis 7 >" AM0" ist die Anderung 
1.0.0548 : 0,5992 0,0328. 
VOS2S 


Wir schätzen | = 0,0164 (parabolische Zunahme). Es ergibt sieh also 


für 7 95°40° der von &,° unabhängige Teil zu 1.7047 4 0,0161 1,721. 
,„» :#». ) 
Der Faktor von S,° 3,7 ten 1» 
\bleitune + 0,3297 die Änderung 1< 0,1975, und die Extrapolation ergibt 2,3555  O.0USS 2,2507. 
Demezemäß ergibt (21) den Widerstand der mit konstanter Geschwindigkeit U koachsmal 
in einem Kreiszylinder bewegten Kugel (U vom Boden des Zylinders hinweg gerichtet) 


sın ? 7 hat für 7 0" den Wert 2.3559. die 


Be BruUri ER FEN ET 5 a ee A), 
wobeı ungefähr 5, 0,1 vorausgesetzt Ist. 
Nun ist &?=2e, wo: der verhältnismäßige Spielraum der Kugel im Zylinder 
r 
ist, 5b Radius der Zylinderbohrung und 6.7 -4,721:2 "2 15,750, 
also BB, Ur BB HT FE ee er ), 
‚A oe 
Setzt man | p, W© IH das vorgeschriebene Hub der Kugel und T die Hubzeit be- 
deutet. so wird 
I 1 ‚ y - —-,) r - ı. )+> 
GEB HH FH 1 nr Ba A, 
[A 


wo €; eine Konstante bedeutet, die nur von den Abmessungen des Instrumentes (zur De- 
stimmung von «) abhängt. 

Über die Größe der Geschwindigkeit 7’ ist noch zu bemerken, daß sie so klein gewählt 
werden soll, damit die freie Oberfläche die Resultate nicht modifiziert und Turbulenz (unregel- 
mäßıee Wirbelung) vermieden wird. 

Kine wesentliche Grundlage bei Erstellung der Formel (23) war die Bedingung, daß 
lamımnare Strömung nur oberhalb des engsten Durchgangsquerschnittes stattfindet und unter- 
halb desselben konstanter Druck (abgesehen vom statischen Flüssiekeitsdruck,. der bei PR als 
Auftriebskraft zu berücksichtigen ist) herrscht. Bei verschwindender Geschwindiekeit U >00 
setzt sich die laminare Strömung in den Raum unterhalb der Kugel fort, das Druckgzefälle 
(Gl. 197) verändert sich, und die Konstante (€; steiet für lim 7 0 lm T-=-x auf uneefähr 
den doppelten Wert. Solche Versuchsbedingungen müssen aber schon wegen Bildunge von 
Adsorptionsfilmen an den Wandtlächen vermieden werden. 

Bei Gültigkeit der Formel (23) bleibt bei konstantem «« das Produkt A. T konstant, 
wenn AR variiert wird, und dieser ziemlich weite Bereich für U bzw. T ist vielfach 
experimentell nachgewiesen worden. 

Bei Zugrundelegung des C.G.S.-Systems wird R in Dynen gemessen. Bei Messung von 
A in Gramm (Gewicht) und «u in Zentipoisen ist €; noch durch 98100 zu dividieren (mittlere 
zevgraphische Breite vorausgesetzt). 

Beispiel: Durch Feinmessung seitens einer Instrumentenfirma wurde festgestellt 
23,591 "2725406, H-2123 "u. 

Demzemäß war &e 0.007282 ee — 220WO. und es ereab sich reechnunesmäßie ('; 36.22 
(bezogen auf Grammgewicht C'p). 

Durch Eichung mit Ölen von bekannter Zähigkeit wurde von der Physikal. Teehn. Reichs: 
anstalt durch eine Reihe von Versuchen an diesem Instrument C; 91.96 festeestellt. 


! 


I 
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Ist (, gemäß (23) bereehnet, wobei sorgfältigste Feinmessung von Kugel und Zylinder- 
bohrung vorausgesetzt wird, so kann durch Beobachtung von R und T die Zähigkeit « von 
jeder Flüssigkeit bestimmt werden. Man ist also imstande, dureh Ausnutzung des unter- 
suchten Strömungsvorgeanges ein absolutes Viskosi- 
/; meter zu schaffen. 

Vers au Kine Ausführungsform eines solchen Instrumentes 
mM un u re ist durch Abb. 5 dargestellt. In einem mit glattem Lauf 
_I;,I9 versehenen Stahlzylinder Z, der die Versuchsflüssigkei 
enthält, gleitet freischwebend die Kugel A, gezogen dureh 
den Waagebalken W, nach oben. Die Kugel befindet 
| sich in ihrer tiefsten Stellung. wenn die Sperrklinke S 
| in die Kerbe 9 eingreift, und der Hub 77 ıst dureh- 
laufen, sobald die Kante N auf den Metallspiegel AB 
I auftrifft. Nach dem Ausklinken von 5 wird die Zeit T 
| bis zur Beendigung des Hubes mit der Stoppuhr ge- 
messen. Der Widerstand der Kugel wird durch das 
Belastungeszewicht @ bestimmt. Ein elektrischer Heız- 
mantel J/ ermöglicht die Herstellung und Erhaltung der 

.. gewünschten Versuchstemperatur. 


b—r 
Der verhältnismäßige Spalt : muß genügend enge sein. damit Formel (23) hin- 
2. 


in 





reichende Genauigkeit gewährt. Hat man damit erst die Zähigkeit einer Eichflüssigkeit fest- 
gestellt, so kann man auch €, für größere e experimentell bestimmen. 
Kine rechnerische Bestimmune von €; bei größerem e würde die Berücksichtigung 
weiterer Reihengheder erfordern mit entsprechend vergrößerter Rechenarbeit. 

Kın anderer Wer noch bietet sieh dureh die Integration von (9) in geschlossener Forni 
und Reihenentwieklungen von hier aus mit ebenfalls weıtläufiger Rechenarbeit. 


Zusammenfassung. Es wird die stationäre Bewerung einer Kugel in einem von zäher 
"lüissiekeit erfüllten Hohlzylinder mit Boden untersucht und das Ergebnis der Rechnung auf 
eine neuartize Vorriehtune zur Bestimmung der Zähiekeit von Flüssiekeiten angewandt. 


Nachtrag. Für das Arbeiten des Instrumentes Ist es wesentlich, daß die Lage der 
Kugel im Flüssigkeitsstrom stabil ist, so daß sie bei kleiner Abweichung aus der Mittellage 
dureh den Flüssigkeitsdruck in ihre richtige Lage zurückgeführt wird. Die Verfolgung des 
Problems bei koachsialer Bewegung war verhältnismäßig einfach, weil wegen der Achsen- 
syvmmetrie ein Seitenluß nieht auftreten konnte. Wenn wır nur kleine Verschiebungen aus 
der Mıittellaze ın Betracht ziehen. dürfen wir in erster Annäherung den Seitenfluß vernach- 
lässıgen und annehmen, daß sieh jeder Flüssigkeitsfaden so bewegt, wie es bei einem 
konzentriscehen Zylinder von der Spaltweite I, 

hi vr (Bol 5, N) I(l+zcosg) 
der Fall wäre, 

Ihierin bedeutet r | den Radius der Zylinderbohrung, 2: I die Entfernung aus der 
\ittellage, „ den Winkel zwischen der Ebene des Flüssigkeitsteilchens und der Ebene der 
arößten Spaltweite IT 2). Die Größe &, Ist also nieht mehr konstant auf der Kugellläche, 


sondern abhängiz von 4 


| 
5, 24 (| FRCOSO) > (1). 
Y 


Unter «diesen Voraussetzuneen sel nun der Verlauf der Geschwindiekeit v und des 
Druckes p» untersucht, wobei wir uns der Einfachheit halber auf den Fall beschränken, daß 
auch «der Zylinder feststeht, also 1 =V0, 

\it Vernachlässieune kleiner Größen höherer Ordnung erhalten wir dann aus unseren 
Formeln für das achsensymmetrische Problem 

" Op R | | 


" E?&E—2,2°-5 | ee 
uch 3 vos 


Diese Formel zılt unter obieen Voraussetzuneen sowohl für konzentrische wie exzen: 
trische Lage der Kurel. wenn =, eemäß (1) einzeeführt wird: ım ersten Fall ıst z 0. 


3 


Der Druckverlauf bei einem konzentrischen Zylinder findet sich wie folgt: 
Das Durchflußvolum ıst 























































ngew, \ d 13. Heft 4" 























Mech \ktober 1933 Duffinz. Zähiekeitsmessung durch Bewerung einer Kugel im Kreiszylinter 379 
ıder- „er &,° U - | F 
/ ( l- " 
von Vi r 2 | COS MV | cos 
nter- R \ 
Ba j nr Fr : R u EEE 
kosi- nd damıt 3 IE rE "Fu &°] \ 
JM 2 (1 cos n)' “0 
ntes Ks folgt schließlich 
ee arerop 55 - 
rl 61 ) > . “ ( 
Ken ‘ Gb ulm (Al cos n) 
ureh 
\ hd 
; ( ) YAM _ E ” 
ndei «ler | re (| ER EEE er na 
es E7 nr 
ıreh- Wir nehmen an, daß, wie beim Hauptproblem, infolge Wirbelablösung, der Druck auf 
I; | die untere Kugelhälfte konstant gleich p, sei, auch bei exzentrischer Lage der Kugel. Dureh 
it / Inteeration folet aus (5) 
ge- 60 u. _,|3 u Io R 
) ), =—&, "Il —n)+äösınn sınZzı 5 aa he 
das l : zy?yr Z / / | a 
leız- ö = Zi. ab; 
ER Bezeichnet 7, den kleinsten Wert von n, bei dem die Ausdrücke unter (3) für x und M 
. Op ’ “ 
noch genügend genau sind, und > 0 wird, so folgt das totale Druckgefälle 

0 
hin- Vu _ ‚|? co En 9 DET 
fast. P’, ee 1 (2 —n,)+2sın n, nz) ans 

» | > E ) co In? | T 
ung une ferner p Pat Ar (.7 „)+=sın 7 | WE 4 5 a Er (4). 

z 7 | 2 | 

orm Unter Voraussetzung eines kleinen 2 dürfen wir Gl. (7) auch auf die exzentrische Lage der 

Kugel anwenden und annehmen, daß P, unabhängig ist von g. Die Druck verteilung in 
ı räumlicher Hinsicht ist aber abhängig von , denn die Höhe eines Kugelpunktes über dem 
iher | 

7 a A l-- eos ı 
and \quator ist S, , 
| COS 1) 

Um die Drucekresultante für eine Kugelzone (wegen Ausschluß des höchsten Punktes) 
der zu erhalten, muß bei der Integration nach 9 von OÖ bis 7,7, variabel sein, derart, daß 
lage 7 7 I-+- 2 cos zen 2 

| =, eot / konstant bleibt. Es sei angenommen fg ) 0,41121 "dann ist für g 0 
des 2 ne - l+x 
Sen- JT m J we 
, und für yo an, ‚ dabei ıst z< 0,1 vorausgesetzt. 
Aus | | 
ich. Das Klement der Horizontalkomponente in Riehtung von der größten nach der kleinsten 
16 Spaltweite ist 
ri N / ] 
) (!)) , COS Gg (de 
PrMm,“" 1 
En Mit Rücksicht auf (7) ergibt die Integration nach „7 von ı,, bis 
| ») | 
der b F ol 4 j. Pr = (-7 17,) vot 1 ri r 
he, Di ner Dur Sl PR a Tr 3 
Bei der nun folgenden Integration nach 7 von O bis z fällt p, heraus, und im übrigen 
N) ist zu substituieren mit genügender Genauiekeit 
. 3 
7 I-+-zcoso | . ‚j1-+xeosw\": 
des N 0,1112] re —.0,07106 | 
: 2 +2 lI+x 
laß 
ee BE ’ TH 
Mıt Rücksicht auf die Kleinheit von z ıst \p1 -+-zcosyg eosy de ISW. 
/ / / N 
ren 0 
# . 2 h 
Mit »,, | folgt a 4,7, und der gesamte Horizontaldruck wird 
(2). :p 
1 | | a .o 
22 = 1/2 x: 0,2428 VlI6Gar"P,-% ka ne 5 
EN: h,ı r r 
Die zentrale Lage der Kugel ist also stabil. 
Der Einfluß von 1’ ist ebenfalls negativ, und zwar erhält man dureh denselben Rechnungs- 
gang wie oben den Horizontaldruck 
ul! | r" 5 > nl y 
(3). — 3— N: a" 0,1225 B9.zr?-‘ X nn a Mi 
t ) | r | 


>1s 
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On the ceflect of small cavities and cracks in a cylinder 
twisted by torsional and shearing stresses. 


bv Brbhuti bhusan Sen in Bengal (Indien). 


Über die Wirkung kleiner Hohlräume und Risse in einem durch Torsion und 
Schub beanspruchten Zylinder. 


Bekanntlich wird die Festigkeit eines Körpers dureh das Vorhandensein kleiner Hohl- 
Bine erheblieh vermindert. Love weist in seinem Lehrbuch der mathematischen Elastı- 
zitätstheorie Ch. engl. Aufl., S. 252) nach, daß bei Schubbeanspruchung in einem großen Körper 
die Schubspannung in der Nähe eines kleinen sphärisechen Hohlraums doppelt so groß sein 
kann als ın einiger Entfernung. Die Wirkung eines kleinen sphärischen Hohlraums in einem 
körper, der gleichförmmger Spannung unterworfen ist, wurde von Southwell und Gough 
behandelt, die in ihrer Arbeit zugleieh darauf hinwiesen, daß ein spiralförmiger Bruch, wie 
er häufige ın zylindrisehen Wellen vorkommt. dureh schwankende Torsionsspannung ver- 
ursacht wird und an einem Punkte beginnt, wo eine intensive Konzentration der Beanspruchung 
infolge eines KEinsehnitts vorhanden ıst. Für den Fall, daß es sich um einen zylindrischen 
Hohlraum von kreisförnmmgem oder elliptischem (Querschnitt handelt, dessen Achse der der 
Welle parallel ist, zeigt Larmor unter Benutzung einer hydrodynamischen Analogie, daß 
die Sehubspannung nahe dem Einschnitt doppelt so groß sein kann als die maximale Schub- 
spannung, die sieh ergibt, wenn kein Einschnitt vorhanden ist. 

In der vorliegenden Arbeit werden die Beanspruchungen in einem Kreiszylinder be- 
rechnet, der dureh Endmomente verdreht wird, und einen kleinen sphärischen oder sphäro- 
ılischen Hohlraum ın der Achse oder eine zylindrische Bohrung von einem Ende der Achse 
zum andern besitzt. Diesen Untersuchungen fügt der Verfasser die Lösung des Problems 
hinzu, die Wirkung eines zylindrischen Hohlraums von elliptischem Querschnitt für den Fall 
zu finden, daß die Sehubspannungsverteilung in gewisser Entfernung eine ebene ist. 


Introduetion. It is a known faet that the presence of small Naws in a body consi- 
derablv diminishes its streneth. Prof. Love has shown') that when there is a distribution 
of shearing straim in a large bodv, the shear in the neighbourhood ofa small spherical cavitv 
may be twiee as great as that at a distance. The effeet of a small spherieal eavity ın a 
body under uniform tension has been eonsidered bv Messrs. Southwelland Gougsh’) 
who have also pointed out ın their paper that the fraeture of spiral nature, very often found 
ın exlindrieal shafts, is caused by HAuetuating torsional stresses and begins at a point where 
there ıs intense eoneentration of stress due to a flaw. When there is a eylindrieal eavity of 
oireular or elliptie seetion with its axıs parallel to the axis of the shaft, it has been shown 
bv Prof. Larmor’) bv hydrodynamical analogy that the shear in the neighbourhood of the 
groove may be nearlv twice the maxımum shear that would exist If there were no groove. 

In the present paper the stresses in a eireular eylinder twisted by terminal couples 
have been ealeulated, the shaft having a sınall spherieal or spheroidal cavity on the axıs or 
a linear Haw extending from end to end along the axis. To these has been added the solu- 
ton of the problem of finding the effeet of a evlindrieal Haw with elliptie seetion when the 
body has a plane distribution of shear at a great distance. 


I. A small spherical cavity on the axis. When a cireular evlinder is twisted by terminal 
couples about its axıs, the displacement at any point expressed in «artesian co-ordinates 18 
civen b\ 

(Tyz, 7 7 5 \ 7 


the axıs ol 2 being alonz the axis of the evlinder and T being the twist. If the spherieal 
polar eo-ordinates are used, we find that the radial component # and the eolatitudinal com- 
ponent » vanısh while the azimuthal component ıs given by 


ir IF mer .» :» res as 3 sr = cc + BD 


the axis of the sphere eoineiding with that of the eylinder. 


" u’ Fire ı \Mathermntienl Theorv of MHlastieitv"", ttlı Kdıtion. >. 2,2 
“(On the eoneentration of stress in the neilshbonrhood of a sınall spherieal Haw and on the propazwation of 
fraetures in statistieallv-isotropie material.” (Phil. Mar. Ser. 7, Vol. 1.) 
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If we assume # and r to be zero and = to be independent of P, then 


‚uations') of equilibrium, two identically vanısh and the third reduces to 


‚ww dw d \dw 


R RR dr dd 


- — m col () 0 
d r" | 


1 


The general solution of this equation 1S 


\' l,\ d |P,(cos ©) 
(A | 146 


a ——— " 
We assume for the present case 


„. bb, d|P,(eoso)| 
I, "+ 


. 1Q (1.4), 


in" 


vhere A, and BR, are eonstants and P, (eos O) is the Legendres funetion 
of the first kind and the second degree. 


Then the stresses 





b; y = IR. dIP,(eos { 
rr (-) (-) D D ro) 0. y D läd r 2 | s | 
au r’ | do 
and 
( d | R,| | «dl? IP,(cos 9} d d IP,(coso)\ 
-)«D | OR BERN : : ® ı 
) uld,d A RT2E cot de) 


I the radius a of the spherieal eavity be small compared with that of the 


eonditions to be satisfied are 


w—>(- Tr’ sinQ «0s@), when r is very great and rP 9, when r 


These eonditions wıll be satistied ıf 


Ta’ 


s » 
. and I}, 1» 


. - 
wo m 


The stress 9P on the surface of the eavity is given by 
- En yR 
Wr ji la sın’ Od 


+) 


This shearing stress on the surface of the cavity has the maximum value 


equatorial section. 


3758 


of the three 








(Al ) 
Pr S. 
4 
7 
RE: 
u) ER, 
E> 
Pi 
y 
Abh. I 


eylinder, the 


(1.6). 


u Ta on the 


If there had been no eavity, the shearing stress at a distance a from the axıs would 
have been « Ta. Hence due to the presence of the Haw, its value is Inereased. 


If rupture eommenees, ıt will eommenee at a point on the equatortal seetion of the 


cavitv and due to the combination of two equal traetions IP on the surfaces 9 constant 


and P constant, it will follow a spiral path. 


2. A Spheroidal cavity on the axis. Prolate spheroid. Let us now consider the ease of 
a cavıtv having the form of. a prolate spherond, the axıs of revolution of wich eoineides 


with the axis of the evlinder. 
By using the transformation 
zt+iya’ty e cosh (+1 1,) 


or writing 


vr esinh&siny cos$?, 9° esinh&sinysin®, 2  ecosh cos, 


we find that E== constants give confocal prolate spheroids, 


” 


2° x = Tu 


eeosh”£ ce’ sinh? : 


- 


‘1, Love*'s *Elastieity”, 4th Kdition, p. 56 and p. Hl, 


(2.1). 
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T.z, 0) as produced by torsion, has its equivalent in the 





The displacement system (Tyz, 
above mentioned eurvilinear co-ordinates as 


VKE=Un—O, Mu Te sinh£cosh&sinycosy 2 2 202020. (22). 
the three displacements being in the direetions of the normals to the surfaces indicated by 
the suflixes. 


IE we assııme the displacements «as and 0, to be zero and the displacement «g which 
we denote bv mw to be independent of P, then, 





dw d /m 
=, 2m, ‚20 h,h,z:1;-), 2ös=-0 . (23) 
| an, { AtdE 1) / 
where 
| | , j | 
e’ (eosh? E — eos? 1) and ec sınll? sin? ı (24) 
Jı ’ h. - / h,’ Es jj . . . . . _ . . 


Two equations of equlibrium are satisfied identieally and the remaining one simplifies 
to the form. 


d dw 
leid: 


d 'd Il | 


we coth &| + | peroän=0 . : » 2 2 0. + IB). 
| Ayla, | 


We assume for ıts solution 


d P,(eosh $) IQ, (cosh I)| d P’,(eosı)) 
Th | -I z | 


u 2 . ds ıdıy 


(2.6). 


where .1,, DB, are constants and funetions P, and ©, are the Legendre's funetions of the 
second degree of the first and the second kind respeetively. 


Then the stresses 





> RT pop e3 ), 
/ / / 
u | | d’P,(eosh >) AdP,(cosh ) 
db — = A > eoth : — 
ej cosh’ cos’) ld: d >: | 
.) m 
| (Oo, (cosh &) do ,(cosh S)ı d P.,(eos ,) (4) 
’ . = evoth & > - | " 3 
| d 5 d = Id 7 
/ )usin? 7 d P.,(eosh &) : ! 9 (cosh &)| 
,p == = L, lee > 5, ö 
e] eosh’E cos’ 1, ds dl: | 
The eonditions to be satisfied are 
w>( Te’ sınh Scosh sin, eos), when <>w and EP 0, when E=a. 
These conditions are satistied if 
Ä Te: 1 > .4,sınh? a 
A, ; ;® ; . I 1a Fan BB zn Dit Gr Sn 
7 z = J, (ecosh «) th, „, (eosh « ) 


where the two dashes denote the second  differential eoeftieient of the funetion with 


respect to a. 
It can be easily seen that the denominator in the expression for R, is positive and 
d (+) (eosh a) 


or 9’ (cosh «) Is nerative. 
da 3 


also that 


Ilenee on the surface of the eavitv, we get 


“« Te sınh a sin? ı, sınh’ag 9," (cosha) 69, (coshı «) | | 


/ «D i E eosh«@ % 2 . . 
. | eosh' 7 COS” 7 eoshh A 20, (eosh (dt) 60, (eosh af! 


(2.9). 
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The second term within the bracket ın the above expression is positive. This stress 


the boundarvy of the cavity has the maximum value when » and then 


.) 


sinh”af( 9," (ecosha) 69, (ecosh a) || 


„PD u Pealibel | (2.10). 


2 f} | . 
| ” cosh? «al? „, (cosh «) 6m), (eosh a) 


If there were no flaw, the stress at such a point would have been « Te sinh a and tlie 
‚bove result shows that this shearing stress is Increased by the presence of the eavitv. 


Oblate spheroid. In the case of a cavity of the form of an oblate spheroid with its 
ısis of revolution eoineiding with the axıs of the eylinder, we put 


w  eecoshSsinyeos$, 9 eecosh£sinysin®, 2  esinhSeos. 


hen the surfaces 


r I- y PR 


en: 


e eosh” ec sınlı? & 
oive for the different values of £ a system of confocal oblate spheroids. 


In this case, If we assume the displacements «:, u, to be zero and the azımuthal 
component 0 to be independent of P, we get the equation 


d Id mw d \dw 


15. +" tanlı & -eeotn!=0d :. > > 22. > 1»), 
de|lds | weobı, ‚3 


dı, | dı, 
We ean write as a solution of this equation 


| d 


ee d er A 
w—|A,;3:P,(isinh&)+B,-:9, (isinh &)|. 


ds "d>: | 


The eonditions to be satisfiedl are as in the previous ease, vr iz 


dw 


">( Te sinh Seosh sin.) cosy), when E>x and EP 0, when E a. 


These eive 


Te: 3 A,cosh’ a 
9° 209” (isinha) 69, (isinh a) 


Ihe stress 7 P on the surface £ a is given by 


. u Te cosh a sın? ı 


7 db / | 


„. |sınl a+ 


cos" a9," (isinh a) 69, (isınba)l| 
; ET FE NEE wer, . (2, 
| ecosh’a sin? | sinh a 129," (isinha) 69,(isinha)l 


1:3). 


This stress attains the maxımum value when 7, when it beeomes 


cosh” af 9,’ (isinha) 69, (isinh a) | | = 
(2.14). 


| 
u Te cosha!l Pr re pn. | 
| | sinh” a 129,’ (isinha) 69, (isinh af) 
IFhıs shows that due to the cavıty there is an inerease in the value of the shearing stress 
at the same point. 


3. A coaxial eylindrical flaw with elliptie section. In this case, each seetion of the 
evlinder has two boundaries, the outer one being a eirele and the inner one an ellipse. "The 
outer boundary is at a very great distance compared with the «distance ofthe inner boundarı 
rom the axiıs. 

[sine the transformation 

w»--iyecosh (S 


r?n) 


we vet the torsıon funetion. 
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satisfvine 9 0, on the eireular boundary when e>V0 and S>x, and 
| | > 

"+ econstant or, (osh 25-+ eos 21,7) + constant 

on the elliptie boundarı & u, 
IE we put 
| | 
! 1, . (. 4 ) 


we get the shearing stress at any point equal to 


which ın the present ease beeomes 


u Te 5 R \ : 1 
em (e-' "cos 2, + sınıh?2 9° -+ (e?‘ — I)’ sın? 2 1,1? (3.2) 
2] eosh > vos ’ a 
At any point (a, ) on the elliptie boundarv, this traetion becomes 
u Te ' | 
z Rain. ae a a 
=] eosh’ a COS", 
This has the maxımum value when 7 Vor when it becomes 
| | ’ 
« Te |cosha-+5-: BEP Ge" Gr VE ee a ee ee a Ge  ; 5 
2 sınlı a 


\t the points eomeiding with the ends of the major axıs of the ellipse the stress when 
there is no Haw ıs u Te ecoslh a. 

Henee we find that owing to the presenee of the Haw, the tanzential stress at those 
points are ıinereased, Moreover, it 15 apparent that when the ellipse becomes the erack 
a 0, the shearing stress at the ends of the erack becomes verv large and hence tends to 


procdtuee rupture at those points. 


4. A eylindrical flaw having an elliptie section in a large solid with a plane distribution 
of shear at a great distance. In this problem, we take a large solid not necessarily a eireu- 
lar evlinder and suppose that there is a evlindrieal Saw with elliptie section, the axis of z 
being taken along the axıs of the Haw. We further suppose that at a great distance, there 
is a distribution of shearing stress \,0 5) in the planes perpendieular to the axis. 

\ssuming the displacement »= parallel to the axıs to be constant and displacements 
ve anıl = to be funetions of .r and », we find that the stresses can be determined in terms 


of a sinele funettion X, when 








\ x \4 \A 
() ( ( 
7 | IX—d (4. 
& A r" Our: r “ Q n) R u . . . . ‘ . . . , 
\ ea \ 0“ Y er (> 
i . A} . f r a! 99 
N a x (\ Ti / O.r 0 7 / (\ r 
/ [2 ‚ ’ e. : . ' 
& 7 z let the elliptie boundary be densted bv & a of the series ol 
vs eurves given by the transformation 
\bb. 2 x t+iy=ccosh(£+tin) -. -. :. .» 2 2 2.2.0. (43) 


0. and O7 being the direetions of the major and the minor axis of the ellipse inelined at 
aneles of 9 and 90° 4-9 respeetively to Dir, 


Ihe stress components are given by the following relations 





ie ı De 19: 0X nd 9 oX Ei ON 
u Cosi 2£ COS SZ) ‚— sınl Z8 sın Yı 
2 “0 VE 0 
ch ) ) a . ) R \ : ) OA 1.4 
I ., (eosh 2 vos) \. sınh ? = gg: - sın 2% 7 z ( ) 
Fit DC VE ( 5 
77 | N, .,0:0X, ..0X 
a} N eosh 2 = COS =1)) N: \, ‚sinh2s, 1 sın 23, N: 


ung Ui / / 












































ingre\ 


Meel 


.. 
ww 


3h). 


hen 


hose 
rack 


Is to 


ıtion 
Ireu- 
of : 


here 


ents 
IPs 








d 13. Heft » 
a 








cn Sen, Effeet of small eavities anıl eraeks in a evlinder 3/9 


nere n? | ; | I | n | 


Us en 


TE eoneitions to be satısthied Aare 


en 


an Infinite distance 


Ir; 
Ir, 


nd 
it 


(cosh 28° «eos2ı). 


BED tn 


Be. au Fein. : > a er ı a a a er. AM 


Ihe equation (EI) and the condition (4.5) are satistied if we take the stress funetion 


N\ Sur 7 


se” 


\e assume 


: MER (-) y sın (-)\ (‚r’ sın (-) ! 72 COS (-)\ | 


(4.7) 


(1 +coshı 256082 3,) sin 29 4- sinh 28 sin 21) cos 2 0] | 


iÄ=-X, +, 


where X, is a solution’) of the equation (4.1) and is such that the stresses ealeulated from 


it vanısh at a great distance, 


Ss ı( 


A, i (a, SM 


1..0,.0,,b,,b, being eonstants. 


IHenee 
X 
where 
3 
h, 
a 


Sinee bh’ at an infinite distance ıs of the order 


rom X, vanısh at ıinfinitv. 


ai 


EEE 
he stresses SS and 5ı 


We write 


r(ia, za,e -)eos 24, (h, -b,e-? ‚sın 2, ,..X48) 


and ’ n. 
4,052 Sn 20), 


- a, e=?°> sın? Oo, 
-i,ne - eosh ?Esın 29, 
bh, e= >> sınh ?Ecos2? eo. 


| 


ı, I Is apparent that the stresses caleulated 
e”3 


will vanısh on the boundary E=a, if A, =4, =4 =4,=4, —=0 


when 2 a. Here dashes denote the differentiation with respeet 10 <. 


These eive 
Ad >sın 2), 


h, e-:" cos? 4, 


e?"sın 209, (t, sınlı ?!aue?" sin ?o, 


eosh ? ae!" cos? 4. 


On the boundarv of the ellipse, y } tends to the value 


») 


N 


cosh 2 a vos ı / 


‚,„sin29dl e°°c0s2 ı) era tn) . . » 2 2... KAM. 


\When a>0, 7 tends to the value 


2s[sın29 —cos20cosn]| . . . » 2 2 2 2 2 2.2..(610), 

Vhenee ıt is apparent that at the ends of the erack i. e. at the points where , 0or m. 
; beeomes theoretieallv infinite and tends to produce rupture. 

\When © z (2n +1), y, always remains finite while for other values of 9, the above 

esult holds good. IS. 


°) A general solution of the equation (4.1) suitable For elliptie boundaries has been given by S. Ghosh in his 


per "On the solution of equation 


neriean Mathematienl Society. 


of elastie equilibrium suitable for elliptie bounderies” in the Transnmetions of the 
page 47. In this paper partienlar solution suitable for the problem under 


usideration has been assumed, the form of the solution being quite different From that obtained in the paper eited 
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Abschätzungen an Verteilungen mit nach oben konkaven 
Summenkurven. 
Von Fr. A. Willers in Freiberg (Sa.). 
I. Für die Anwendung statistischer Betrachtungen auf praktische Fragen ist es of 
wiehtie. Abschätzuneen für die Summenkurve Wer) der Verteilunesfunktion zu 2zewinnen, 
falls etwa das »#-te Moment «dieser Funktion 


4 


M \zr.dW 


’ 





I 


eeeeben ist. Dabeı ist, wenn man mit Ww&e) bzw. de) die relative Häufiekeit bzw. die 


Häufiekeitschiehte bezeichnet. 


77 \ 


Wir) I wer, bzw. Wir) \wla)-d, 


n | 4 

je nachdem, ob es sich um eine arithmetische oder um eine geometrische Verteilung handelt. 
Die bekannteste dieser Abschätzungsformeln ist das Markoffsche Lemma, das von Guld- 
bere veralleeineinert wurde. Verschärft wurden diese Abschätzungen unter der Annahme, 
daß die Verteilunesfunktion mit wachsendem . niemals zunimmt, daß die Summenkurve also 
nach oben konvex ist, unter anderen von Meıdell und von v. Mises'ı Im folgenden 
sollen entsprechende Verschärfungen der Abschätzungen für Verteilungen gegeben werden, 
die mit wachsendem Merkmalswert niemals abnehmen, die also nach oben konkave Summen- 
kurven haben. Sie seien hier kurz als konkave Verteilungzen bezeichnet. Hierbei kann es 
sich natürlich nur um Verteilungen handeln, die sich nach der positiven Seite hin nicht bis 
ins Unendliehe erstreeken. Wir nehmen außerdem noch an, daß keine Merkmalswerte .r 
nezativ sind. Die Abschätzungen lassen sich aber auf den Fall übertragen, daß man vom 
tiefsten Punkt .r, der Verteilung ausgeht, wenn dieser genau in der Mitte der Verteilung 
liegt. wenn ferner für .r >.r, mit wachsendem .r und für = < .r, nut abnehmendem .r die 
Häufiekeit bis zum Ende der Verteilune niemals abnimmt. vorauszesetzt, daß man ın die 
Formeln «die sog, absoluten Momente 


J 


Ay Gar .,”.dW 


[Zi u 


einführt. : 

>. Zunächst läßt sich lereht eine untere Grenze für den Verlauf der Summenkurven 
aller konkaven Verteilungen mit dem gegebenen Moment M,„ gewinnen, In Abb. I seı ABC 
eine solche Summenkurve, die durch «den Punkt B mit den Koordinaten «,. W, geht?) Dann 
wird das Moment v, «der ebenfalls konkaven Verteilung, deren konkave Summenkurve O BD 
ebenfalls dureh B geht, sicher kleiner sein als das der gegebenen Kurve, da ja zu jedem 
IWW ım allgemeinen eine kleinere, höchstens die gleiche Abszisse gehört, und zwar hat von 
allen «dureh 3 gehenden konkaven Summenkurven OB D das kleinste Moment. 


Iw 


























\bb. > 


\bb. 1. 
Nun ist. da die Häufiekeitsdiehte an der Stelle «x, gleich dem Rıiehtungskoeffizienten 


der Tangente der Summenkurve ın .r, Ist, 


Vj 
I 1 , N n | n r 
Ay u \ .an.dce+1tl Il )’%x 2.” 17 I : 
} } 5 N) l | | l 
x, „ | 
iu) 
1, X\bleitungeen dieser Formeln und Angabe von Origeinalliteratur findet man bei v. Mises: Wahrsehein 
keitsrechnung, Leipzig und Wien 1951, Fr ® 
Iı Abb. 1 ist eine eeometrische Verteilune angenommen: die Ableitungen gelten aber auch fir arıt mhnmetische 
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»tzt man 4,= (a,)" und läßt den Index fort, so folgt daraus 


‚ntli a,\r) n —+ | | 
I — 11 —I—]} | | " 
“| | , | n Er 
o&  .era, gesetzt, also als Einheit der Abszissenmessung die »-te Wurzel aus dem »-ten 
„ 
‚loment genommen ist. Diese Kurven schneiden die Gerade WU In &ö=|\n-+l. Der 


\usecruek (D) wird für 2< I negativ. Da aber W nieht newativ werden kann, ist in diesem 
‚ebiet als untere Grenze die positive „-Achse zu nehmen. In Abb. 2 sind diese Kurven für 

I: 2:4 und 6 eingezeichnet. Im «dieser Abb. sieht es so aus, als ob mit wachsenden 
» die Abschätzung immer besser würde. Das wird aber meist nieht der Fall sein, da. ıım 
lleemeinen mit wachsendem » auch 4, wächst. wie nachher noch zu zeigen Ist, so daß, 
senn man statt S als Abszisse .v wählt, die Ansatzpunkte der Kurven auf der „Achse mit 
vachsendem » immer weiter herausrücken. 


u 


3. Nieht ganz so einfach gewinnt man eine obere Grenze für die Summenkurven, 
‚lie ja bei konvexen Verteilungen einfach aus dem Stück der W-Achse zwischen Null une 
eins und für = >0 aus der der „-Achse parallelen Geraden W 1 besteht. Zeichnet man in 
\bb. I an die Kurve ABC in B die Tangente EBF, so wird das »-te Moment der Verteilung, 
lie diese Tangente als Summenkurve hat, sicher erößer werden als das der Verteilung mit 
der Summenkurve ABC, da ja zu jedem dW größere oder allenfalls gleiche Werte von 


oehören”). Also wird, da die Höhe der Häufiekeitskurve «oo», die gleich dem Riechtungs- 
koeffizienten der Summenkurve ıst, konstant Ist, 
BR in. 
en | Wert w,\etll 
M MH, a2) \.e" da RE 2 ev Kar, er | 


\lan sucht nun eine obere Grenze für alle Verteilunzen, deren Summenkurve dureh P geht. 
Diese erhält man, wenn man unter Festhalten des Punktes Bo noch so varıiert, daß 16, 
seinen größten Wert annimmt. Dabei kann allerdines o» mieht kleiner als W, :.r, werden, 
da man sonst ja zu Häufiekeitsverteilungen mit negativen Merkmalswerten kommen würde, 
um diese sollten nach unserer Annahme ausgeschlossen sein. Es kann also, wenn wir 
"on. .ae, setzen, a nur in dem Bereich 


Wwzuso 
variieren. Wir haben nun den Wert von « aufzusuchen, für den die eckige Klammer ın 


| | N u + 1 hi W y 1) en Pi n " 
- = 1 | us Lu) . . KS) 


» MH 
Li 
vr. 


ul 


„ 


“u 


ihren erößten Wert hat. Für die beiden Grenzen des Bereiches hat die Klammer Ad) dıe 
Werte 
u \ IN n + I 


" N, RUE. 

Ist also W, kleiner oder gleich 1] » +1, so ıst der Wert von K am Anfang des Intervalles 
nieht kleiner als am Ende. Weiter werden wir nun zeieen, daß die Funktion A (rw) in diesen 
Kalle für W, 1/2 vom Anfang bis zum Ende des Intervalles nicht steigt, für Werte 1/2 < W, 

v»/(n +1) zunächst fällt, ein Minimum mit positiver Ordinate erreicht und dann wieder 
monoton anwachsend sich dem Werte N n-+-1 asymptotisch nähert und für W, > »/n +1) 
monoton vom Anfaneswert zum Endwert steigt, d. h. es läßt sıch zeigen, daß «, für Werte 
I, Ypn-+1 für keinen Wert # des ın Betracht kommenden Bereiches größer sein kann als 


Sn 


für N, und daß, für W, > VJn-+1 seinen größten Wert für x annimmt. 


(. Um diesen Verlauf nachzuweisen, bilden wir die Ableitune von K (m) 


(tm WM) fi Wr, 


u [A 


N) 
" 


M 
Krsetzt man hierin # dureh 1/.r. so hat man den Verlauf von 
y(a)=[1+1 - W)a] [1 —n(l- W)a]—ı- Wa” uW, «) 


l. e, SS. 69 
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j 





in dem Gebiet O bis U W, zu untersuchen. Diese Funktion wird für #==0 zu Null, die zu- 


vehörige Kurve geht also dureh den Anfangspunkt und nimmt für I/\W, den Wert 


yılW)=(l/W”(n+1-— n/W,)) 


an, der für W, << »:(n +1) negativ ıst. Nun ist der größte Wert von W, für den Anfangs: 
wert von «a, noch größer als der Endwert W, = UV n-+-1. Für diesen und kleinere Werte 


von W, ist jedenfalls „il! W,)< 0: denn es folgt aus 


(in+|1):n- nl 
(1+-1n)" <n-+l, 


und diese Uneleiehune ıst für » 2 erfüllt, da (1 + 1m)" kleiner als e ist. 
Der Fall » | erlediet sieh sehr leieht: denn «dann ıst 
Y l 2 W,).#°’ 
ya) und damit A’) ist somit für W, 1/2 Null, für alle kleineren Werte negativ, für alle 
erößeren positiv. Damit ıst für u I obige Behauptung bewiesen. 


Um den Verlauf von y für » 2 zu untersuchen, bildet man «die Ableitungen. Die 


erste Ableitung 


it —-W #1 — (1 —- Wired Hl — W) a)" -1] 


y (.) nin + hir | I 
wire Null. 





|. wenn 0 und 


 I1+l1-W) 


> wenn } Ar Ä m R 


ac) 


ist. falls man der Kürze halber die linke Seite der Gleiehune mit R bezeichnet. Bildet man 
die zweite Ableitune und setzt ın diese den Wert .r VO eın. so wird 


Yan HI’ 1 -- WI. 


Da das für MW, << NZ negativ, für W, > 1/2 positiv wird, Iiegt im ersten Fall ein Maximum, im 
zweiten ein Minimum vor. 
"ür den zweiten Wert ergibt sich 


R—1 





“FWwW(R—-D)-+1' 
Nun ıst für 
N 1/2 R<|1, also 2 <0O 
w—=1i1%2 R=-1, also z=0 
Ww, >12 R >1, also «>0. 


Im ersten Fall heet der Extremwert nicht in dem in Betracht kommenden Gebiet. und im 
zweiten fällt er an der Grenze mit dem anderen Extremwert zusammen. In diesen beiden 
Fällen wird also „7 von Null auf den negativen Wert y(1/W,) monoton abnehmen. Im 
dritten Fall liegt der Extremwert wirklieh im Bereich; setzt man nämlich R=1--r, wo 
r >00 ist, wird 


v0 „e 


Da es sich um eine ganze rationale Funktion handelt, die, wie oben gezeiet, bei .r 0 ein 
Minimum hat, kann hier nur ein Maximum vorliegen: d. h. für » >0 und W, > V/2 ist der 
Wert von jedenfalls zunächst positiv. 

Überträet man diese Resultate auf K’(u) bzw. Ku), so heißt das: 

a) für I, 12 st A’coa) mieht positiv. Ada) hat daher seinen größten Wert am An- 
fanz des Bereiches für v = W,, 

b) für DOC MW, N n+L ist A’(a) zunächst negativ, wird Null, erreieht einen Maximal- 
wert und nimmt wieder auf Null ab. Ada) hat seinen größten Wert ebenfalls für #« — W.: 


nur im Falle a DI n+t ist AAW)= Kia): 


e)fürl | » 1 W,<n:tn +) hat man qualitativ den gleichen Verlauf wie im 
vorigen Falle. Der Maximalwert von Kt) liegt jetzt aber bei ux: 
Ad) für Wi, rtn +1) ist Ale) wicht negatıv. Der größte Wert von Kdu) liegt bei 


u N 
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Damit ist nun eine obere Grenze für den Verlauf der W-Kurven gefunden. Für 
n . ’ . 
17 N n-+l erhält man den größten Wert von «,, wenn man in Gl. (2) « W, setzt, 


[2 


\ en 
j; HART (n - I): W" 


oder. wenn man den Index fortläßt und wieder die Variable & einführt, 


r 


IE re 


„ „ 
Das eilt für MW l/) » +1, also für <° 1. Für W>1/]| »-+-1 erreicht «, seinen größten 
Wert bei 0 x und, damit für » x. Hier verläuft somit die obere Grenze parallel zur 
H-Achse. Die obere Grenze der Summenkurve konkaver Verteilungen setzt sieh also aus 


drei Geradenstücken zusammen: dem Stück der Geraden W S/yn +1 für 0°. 5° 1, daran 
„ 

schließt sich das Stück der Geraden £&=1 zwischen U/j „+1 Il I. und von da ab ist 
die Gerade W=1 obere Grenze. In Abb. 2 sind obere und untere Grenzen konkaver Ver- 
teilungen zur Abszisse & für » 1: 2:4 und 6 in verschiedenen Stricharten gezeichnet. 

5. Diese Abb. gibt aber, wie schon erwähnt, nieht das richtige Bild, da die als Abszissen- 
. . .. ‘ .. gr " . . . Bi r . r . 22 
einheit gewählte Größe a, | M, im allgemeinen mit » wächst. Um einen Überbliek über 
diese Anderung zu gewinnen, soll nun der Variationsbereich dieser Größe unter der Annahme 


„ 


abzeschätzt werden. daß «,, | MM ,„ konstant bleibt. Dabei wollen wir n > m annehmen. 
Wir gehen dabei von einer Verteilung aus, deren Diehte sich sprungweise ändert, wie das 
ja in praktischen Fällen infolge der begrenzten Meßgenauig- | 
keit immer der Fall sein wird, und untersuchen, wie sich 7, 
ändert, wenn man, wie in Abb. 3, an den Stellen .,  ı und 
1 die Flächenteile df, bzw. df, fortnimmt und an der 
Stelle .r 





dfrdf, 








‚wieder df, + df, hinzufügt. Dabei sollen diese Flächen- dh a8 
teile so bemessen werden. daß 4 ,, uneeändert bleibt. daß also | 

















[EZ 
1} 
. » » [2 ' 
4 ui, df, Kr 4 na: df, (df, ä df,) iz r v u 
I 
ist: d.h | 
\ 
. In mi nm l 
d ı A 2. |  —— — | 
z - 1 . ) - In RAM) 3 Ir-y Ir Upsr 
( ‚m „m 2 
fl: A, JH, | 1 \bhb. % 
ist, wo 2, ,,=2,: 0, und &,_,=2,:.r, gesetzt ist, wo also 2, >1, 2,<1 ist. Da nun die 


rechte Seite eine mit dem Exponenten wachsende Funktion ist, müßte, wenn M, ungeändert 
bleiben sollte, df, größer bzw. df, kleiner werden, als angenommen wurde '). Bei obiger Ab- 
messung der Flächenstücke nimmt daher M, ab. Setzt man die Änderungen fort, komnit 
man schließlich zu einer einstufigen Verteilung, deren Höhe MH gleich der höchsten Stufe der 
ursprünglichen Verteilung ist, und die bei gleichem M,, sicher kein größeres M, hat als die 
Ausgangsverteilung. 
Für diese einstufige Verteilung, deren Anfangs- bzw. Endabzisse mit .r, bzw. ar, be- 

zeichnet werden möge, ist 

Mu,=H-l, ''—- 2, "m +1l) und ..— a, =1iH. 
Führt man wieder wie oben £ ein, hat man «damit zur Berechnung von &, und &, die beiden 
Gleichungen 

Ha, ("+3 — Zn) u +l)eil; ,—2Z =1Hau..: 


Ferner folgt aus der Gleichung 
4, H (a, +! zr4+l)(n +1) 

„ £ = 

An—ay.y Hate ri 


Daraus erhält man z. DB. für mn | 


n(nm Iı ndin Ian — 2)(n--3) 
1 | | ” 
Sr IR a} 1920 I a,’ 
und für m =2 
n tı n .) 
| n (mn ) | s 
( ! ( > Zune + “ je > 177 > “> 
' ö I2 Fa, 24 Ma, I2/P’a, 
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6%. Will man sıeh mt einer rohen Abschätzune beenüren, so kann man von allen ein- | 


<tufigen Verteilungen die mit dem kleinsten M, auswählen. Vergleicht man «die beiden ein- 
tufigen Verteilungen der Abb. 4, so folgt aus der Gleichheit der beiden Momente MM, 


m —+ | - . . z : = : } 


ferner gılt für die entsprechenden Momente 4, 


ri 


_ \ Ds 


(+1) MM," &rıli— rt (n—+-1)M,” 


! E 5 ’ 4 „ c = 
A; _r- 2 u -4 3 


Da nun > - | < - ıst, muß für m «lie rechte Seite «der zweiten Gleichung 


n if - y 


erößer sein als die der ersten, somit 
ee 


Das größte M, bei unverändertem J,, wird daher die an die W-Achse anstoßende einstulige 
Verteilung haben, während das kleinste die mit dem einzigen Merkmalwert «a,, hat. Für die 





eerebene Verteilune ist somit 


Pr Pr N 


’ 


order 


Das ıst allerdines keine Verschärfune eeeen die Abschätzung. die man bei beliebizer Verteilung 
vornehmen kann. Gälte für alle m und n das Gleichheitszeiechen. erhielte man die Darstellune 
der \bh. 2 wobei als Abszısse r statt E zu schreiben wire, 












































r’ =. 
s T L; 


\ .. 4 ADD. D 


7. Nimmt man die in Abb. 3 auseeführte Änderung in umgekehrter Weise vor, fügt also 
in .., , und, ., df, bzw. df, zu und nimmt in, df,- df, fort, so wird MM, bei konstantem 
\/,, größer. Man baut so der Reihe nach die höchsten Stufen ab und kommt schließheh zu 
einer zweistufigen Verteilung. Weiterhin muß man zwei Fälle unterscheiden. Stößt die Ver- 
teilung noch nieht an die W-Achse an, so kann man weiter in der gleichen Weise auch die 
letzte Stufe abbauen und schließlich diese Verteilung in eine einstufize verwandeln, die die 
I-Achse berührt. Dabei wird dauernd J4,, falls M,, konstant gehalten wird, größer. Ilat 


IH 


(iese letzte Verteilung die Endabszisse ww, a] m +1, so wird 
IE t 
V„zr,"t!:nm +) =lY(m+lD)M. :(n-+1) 
oder 
| ml 
dl (t ,, h 
ın+1 


Damit ist auch eine obere Grenze gewonnen. 

Stößt im zweiten Fall die zweistufieze Verteilung an «die W-Achse an, so hat man das 
"lächenstück «Af, so, wie das Abh. 5 zeigt, anzuordnen. Setzt man dann “#,--2-.0,(2> 1), so 
muß, wenn M, ungeändert bleiben soll. 

(df, "RAR A >47...” -df,- 2, : (m 4 h) () 


sein oder 


df nm | | 2, Ride zn | 
e : a (1 -1) ; 

df, Im A, m 
Da iz Il: m eine für 3 | init »» wachsende Funktion ist, wire bei dieser Anderung genau 
wie oben M, wachsen. Die weitere Überlegung ist die gleiche wie im ersten Fall, und man 
kommt zu der eleiehen oberen Grenze. Gälte in Gl. (#) das Gleichheitszeichen, so würden 
die Kurven für die unteren Grenzen alle dureh den Punkt x» 2a,, W=1 gehen. und das erste 
Stiiek der oberen Grenzkurven würde für alle » den Rıiehtuneskoefftizienten 1/2? haben. 271 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Zur praktischen Lösung gewöhnlicher 
Differentialgleichungen mittels schritt- 
veiser Annäherung. 1!:s bekannte Verfahren 

r sukzessiven (muadraturen, bei dem z. B. im 

e einer einzigen Differentialzleichung erster 


| Bun A er 
rlnunz (‚r, die #-te Näherunz .r, aus 
ımlull Rr I ‘ il v 
. 7 ly f . 
Gleichung FF (rs. 1.) dureh eine Qua 


ratur ermittelt wird. ist für «die Theorie der Diffe 
entialeleiechungzen ein kräftirzes Hilfsmittel. um die 
tenz umd Eindeutiekeit einer Lösung mit von 
vehenen Anfangeswerten zu beweisen umd um zu 
ven. «lab bei stetieer Abänderung «ler Anfangs 
erte oder bei stetirer Abänderung «ler Differen 
(lrleiehun® die Lösungen sieh stetie ändern. 
siehe z. B. Bieberbach: Theorie der Differen 
ıleleiehunzen. 2. Aufl... S. 26 ff. 


Im Prinzip ermöglicht die Methode auch die 

rkliche Berechnung der Interrale einer Differen 
tialwleiehung. /u «diesem praktischen Zweeke 
loch ist es von Vorteil, das Verfahren in (er 
Weise abzuändern. dab nieht nur der Differential 
motient bei Berechnung «der #-ten Näherunz anf 
lie Iinke Seite genommen wird. sondern ein zweek 
näbiz gewählter linearer Differentialauscdruek. so 
laß «die Gewinnung «der »-ten Näherung nieht 
lureh eine Quadratur. sondern «dureh die Lösung 
einer Iinhomowenen linearen Differentialeleiehung 
"esehleht.  Anf «liese Weise wird es ermörlicht. 
len Ganze «ler Reehnune manniefaltiz zu variieren 
md der zestellten Aufgabe geschiekt anzupassen. 


Von «diesem  allzemeinen Verfahren wurd» 
wieılerholt Gebraueh zemacht, so z. PB. in der 
\Ieehanik bei «der Lösung von Sehwingzungspro 
biemen. Vom Verfasser wurde es mit Vorteil an 
"ewandt bei der Behandlung «des unsymmetrischen, 
schweren Kreisels. (Gebelein: Über den unsymme 
trisehen. schweren Kreisel. Ann. d. Ph. Bd. 12 
19932). 8. 880 ff.) In jener Arbeit wurde ein un 
endliehes  Näherungsverfahren «dieser Art auf 
(Grund physikalischer Überlegungen zur Bereeh 
nung der Kreiselbewerunzen verwendet. Die Er 
vehnisse «ler ersten beiten Näherunzen erwaben., 
inter physikalischen Gesichtspunkten gedeutet, be 
reits eine aufsehlußreiehe Theorie, die dureh Ex 
perimente bestätigt wurde. Das unendliche Nähe 
runzsverfahren wurde in jener Arbeit zwar be 
sehrieben, die Frage nach der Konvergenz jedoch 
nieht untersucht. 

Diese noch offen wzelassene Frazre wirt beant 
wortet umd «lie in jener Arbeit vorgenommenen 
Untersuchungen werden werechtfertiet dureh fol 
"emden nahelierenden Satz: Unter denselben Vor 
ussetzungzen, unter denen «die Methode der sukzes 
_iven (Omwdlraturen zur Gewinnung der Lösung 
einer  Differentialeleichunge zu  vorzeschriebenen 
\nfaneswerten anwendbar ist. konvergiert aueh 
las Verfahren der sehrittweisen Annäherung mit 
Hilfe inhomorener linearer Differentialeleiehungen 
und Führt zur verlaneten Lösung der vorgelegten 
Differentialeleiehung. Die Beweise der Existenz. 
Kindeutiekeit umd stetigen Abhängirkeit «der 
lösung Jassen sieh unter Zuerundelerung «des 
neuen Verfahrens ebenso «durehführen wie bei «ler 
üblichen Verwendung der Methode der sukzessiven 
(nadraturen. 

Zum Beweise genügen einige einfache Demer 
kungen. Wird bei der Methode sukzessiver (a 
lraturen die »-te Näherunge aus «der Gleichung 


En 


7 a 


dureh eine Quadratur zewonnen. so «dab mit ru 
als Anlangswert 


Ist. so zesehleht nunmehr (die Berechmun®e der’ n-ten 
Näherunze aus einer Gleiehung 


u { F / 
! ) Ey L; A 
de! | 
Ist wiederum .-, «der Anfaneswert und bedeutet 
"(#) jene Lösung der homozenen linearen Diffe 
rentialeleiehung, die sieh für ? 0 anf Eins redu 
z\ert. so Ist 


Da wir von der frei verfügbaren Funktion p»(f) 
verlanzeen. dab sie im betrachteten Intervall stetiz 
und beschränkt ist, hat die Funktion »(#) die 
Kirensehaft. in «liesem Intervall nireends zu ver 
schwinden. 

eim Verfahren der sukzessiven Qumdraturen ge 
linzen «lie zum Zweeke (des Konverzenzbeweisers 
notwendizen Abschätzuneen unter der Voraus 
setzung, daß die Funktion f(r, NM in einem be 
stimmten Bereieh den Bedinzunzen der Stetiekeit, 
also aueh Besehränktheit und der sor, Lipsehitz 
betinzung eenügt. Um die aleiehen Absehätzungen 
bei unserem Verfahren «durehzuführen. hat man die 
selben Bedinzunzen an «die Funktion ne zu 

I } 

stellen. Diese simd aber erfüllt. sobald sie für 
die Fuuktion fr, t) erfüllt sind. denn «da die von 
/(r,#) subtrahierte Funktion .r-p (N) ebenfalls 
diesen Bedineunzen genügt, wilt das gleiche für die 
"unktion Fr. f), und «la #= (f) im betrachteten De 
reich nireends versehwindet. wzenürt aueh «(lie 


- Fir.t 23-4 
K“ınktion diesen Berlineuneen. Damit Ist 
2 


man aber in der Laze, (die sämtlichen Beweise. die 
man2z. B.beiBieberbaechta.a. ©.) findet. auf unser 
morditiziertes Verfahren wörtlieh zu übertraxen. wo 
mit die zu Anfang aufgestellte Behauptung be 
wiesen Ist, Kndliech bietet auch die Veralleemeine 
rung auf Svsteme von Differentialeleichungen 
keine Schwieriekeiten, 

Das hiermit erhaltene Resultat. daß das Ver 
fahren «der sehrittweisen Annäherung mit Hilfe 
inhomozener linearer  Differentialeleiehungen in 
theoretischer Hinsicht zleieh weittrazend ist wie 
das übliche Verfahren «der sukzessiven (Omadra 
turen. ist vom Standpunkt des reinen Mathema 
tikers aus beinahe selbstverständlieh. Seine De 
deutung besteht darin. dab hier «die Konverzenz 
eines Verfahrens zesichert ist. das manmefaltirer 
Anwendungen fähiz ist und sieh dabei wiederholt 
bewährt hat. 

Der Vorteil unseres Verfahrens zerenüber jenem 
sıukzessiver (uadraturen besteht darin. daß kein 
fertires und unveränderliches Reehenschema ze 
reben wird. das für alle Differentialeleiehungen in 
venau der gleichen Weise anzewendet werden soll. 
sondern daß noch in manniefaltirer Weise «as 
Verfahren dem speziellen Problem angepaßt wer 
den kann. Diese Anpassungsfähirkeit rührt natür 
lieh von der freien Wahl «des homozenen Glei 
ehunessvstems her. (die es sogar westattet, bei 
jedem Sehritt der Annäherung ein anderes homo 
venes Gleiehunzensystem zu benutzen. was sieh in 
bestimmten Fällen als zweekmäßie erweist. 

Die Wahl eines zeeirneten homozenen Systems 
kann unter verschiedenen Gesichtspunkten er 














































































. Zunächst ist es möglich, auf «diese Weise 
die für die Raschheit der Konverzrenz in einem 
bestimmten Intervall maßzebende Lipscehitzkon 
stante mörliehst klein zu wodureh ein 
Optimum der Annäherung nach wenig Schritten er 
reieht wird. Dies läuft auf eine Absonderung «er 
Terme in (den abhänzizen Veränderliehen 
Verfahren. dab zu unzählizen Malen 
hei praktischen Untersuchungen Anwendung findet. 


machen. 


Inearen 


hinaus. ein 


Die jedesmal erzielte „Theorie erster Ordnung” ist 
lentisch mit der ersten Näherungz unseres Ver 
fahrens 

Kin weiterer Gesichtspunkt sel noch ausein 
anderzesetzt. Hänutie kennt man von Anfane an 


bestimmte EKizenselmaften «ler wesuchten Lösung. 
\an dann «das homogene System so, «ab 
"ıunktionen mit «diesen Kirenschaften An \ufban 
ler Näherun verwendet werden. So 
tritt z. B. zelerentliceh im Laufe der Rechnung der 
Fall ein. der bei der 


Gleichung «ler erzwuntvenen 


wählt 


os|ösungen 


Sehwinenngen als Resonanz bezeiehnet wird. näm 
lieh. «dab «lie inhomorenen Bestandteile nach «len 
Verbesserun®e mit der »-ten Näherun®e Glieder auf 


weisen, die Vielfache einer Lösung der homogenen 
keehnet man mun mit dem alten 
Gleichnnzensvstem weiter, so treten 
Näherunz Glieder auf, die mit 
unabhänzieen Veränderlichen be 


alleemeinen Entwiek 


(leiehun 
homo 
hei der nächsten 
P’otenzen «ler 
haftet sind. Nach unseren 


vr sınd. 


FIT 


ınzen können solehe Glieder zwar nieht (lie Kon 

vereenz ıes Verfahrens für einen bestimmten Be 
reieh und bei voreerebenen Anfanesbedinzungen 
I 4 . 


machen, aber sie erschweren «die Dis 


kussion «(ler Lösung, «lie immer an einer endlichen 
Niiherune hen mnb. Ein Verfahren. «dieser 
Schwieriekeit zu bereenen. wird im Lehrbuch von 
koutlhi: Die Dynamik (dei eme starrer Körper. 
>. Band. Verlae T ISYS. anzereben. Üs 
läuft darauf hinaus, dab bei jeder Näherunz das 
omoeene Gleiehunge Wir 


Schw Ih 


I 


vesch 


nsvstem abreändert wird. 
erläutern es am einfachen D 


Iren BEBEFTEEN Il! 1} 


\Wir berinnen zı rechnen mit der Gleiehung 


2 7 
f / n ll u 
Di \ıseanes! ınktion se] lo ı, Daher wırd die 
erste Näherung :ıı bestimmten  Anfaneswerten 
N; esin?. Nun tritt der beschriebene Fall ein. 


daß der inhomorene Term mit Hilfe dieser Nähe 
| ler (Giestalt esin f aufweist. Es Ist 


ram eh 
sın sind - sin / 
f 
sind 2 Sau ı (a)an (Zr Iıt. 
} u 
wo.J M 3 sselsc t "ınktion /; ter Orlnmune Ist 
Das \l tische lı t | hi It 
.) 
( u dd sın / | — 1. fa / 
(I 2 
Wir wiirden. wenn wir «lleses Ghed als Iinhomo 
venen Bestandteil stehen heben. die nächste Nähe 
run? mit einem aperiodischen Glied behaftet 


| 


tinden. Wir wissen aber in 


j»* rıo«lisch Ist, 


diesem Fal 
Daher 
ı den Gliedern «ler homozenen 
ınen «li Niiherung 


dab «die 


|,ösung holen wir diesen 


Bestandteil mit 
(leichune und 


beree! nachste 


Lil> 
y y 4 
/ » . , 
/ 2 \ E " ‘!ıs]N 2 7 ] f 
f (] m . 


3 . . 
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Auf 


Frequenz 


diese Weise erhält «ie 


Näherung rs di 


4 1” REN 
H Jı (a | > Glied. höh. Ordn. 
d 16 
in Übereinstimmun®e mit dem bekannten Errebnis 


der exakten Theorie unserer Gleiehune, 

Weitere Beispiele für die rationelle \nwendune 
Verfabrens finden sieh in der anzerebenen 
\rbeit des Verfassers „Über den unsyvmmetrischen. 
schweren Kreisel”. Dort wird das System dein 
ulerschen Gleiehuneen «der Kreiselbewerune nae| 
diesem Verfahren behandelt, 
ersten beiden Näherungen 
liefern. Die (dort 
Nonvereenz «ler 
zur vorlierenden 


dieses 


wobei sehon «die 
keihe KErrebnisse 
Fraee nach «len 
den Anstoß 


eine 
offenzelassene 

KEntwieklungeen 

Untersuchung. 


ah 
(‚ottineen, 


A\us «(dem 


laıns tehbelein. 309 


Institut für anzewandte Mechanik. 


Über die Fehlerwahrscheinlichkeit einer 
Summe von Dezimalzahlen. \ddiert man v 
Dezimalzahlen von gleicher Stellenzahl, deren jede 
mit einem Fehler behaftet ist. weleher «die Hälfte 
ler letzten Dezimalstelle nieht übersteiet, so liegt 


7 1 


der Fehler der Summe zwisehen une 


.) 
Kinheiten «der letzten Dezimalstelle. In den An 
wendnuneen ist vewöhnlich für die einzelne Zahl 


mel Kinheiten 


jeder Fehler zwischen 


ler letzten Stelle eleieh wahrscheinlieh. für «lie 
Sııımme simd daher zrößere Fehler wenirer wahr 
seheinlieh als kleinere. Für erobe Werte von u 


hefolat die "ehlerwahrscheinliehkeit nach einem 
vrundleeenden Satze haplace-I]. 
noff anzenähert das (GG aubsche 

"ür praktische Anwendungen wiehtie zu 
wissen. wie venan das Gaußsche Gesetz für 
einen zerebenen Wert von » die Fehlerwahrsehein 
lichkeit «darstellt. Im folzenden wirl eine Ah 
sehätzung dieser Genauizkeit zereben,. aus welcher 
hervorzeht. daß das Gaußsche Gesetz sehon für 
relatin \Werte hrauehbare Nälk 
rung liefert. 

Wir bezeiehnen mit 9,6r) die 
und mit Per) die 


von Iapon 
(esetz, 


Ist is 


kleine yon eine 


"ehlerfunktion 
Wahrseheinliehkeit. «dab der 


“ehler zwischen rum r Einheiten «ter 
letzten Stelle liegt. Offenbar ist y „ d fnlr 
‘ 
und daher &,, (r ip, (t)dt z 0). 
ı 
"ür ” | ist 


Nach einer bekannten 


"ormel hat man 
I 
FT f zw 4 m Mn ! 7 N (f dl ! 
f4 
B) ler 
| 
. \ .) 
Puarıilt Yalı tdi Ya dt 2 
] | 
+) \ » 
Yy +, .r)ist also der Mittelwert von g „(f) imInter 
| ... 
valll.r =: 2 „|. Daraus schließt man leicht 


dureh vollständige Induktion. dab fürn 2g,„(r 
eine für positive 7 stetige und abnehmende Funk 


„ 


tion ist. Natürlich ist 4, (r 0 für Ir 


-) 
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\us (2) folet leicht 


\ | 


Durch vollständire Induktion erzibt sich hieraus. 
laß die Funktionen P, (r) eine abnehmende Folge 


ilten. 
Man erhält geschlossene Ausdrücke von 4,6r) 
md P,6Cr) durch Grenzüberzang sus einem 


\Ioivresehen Problem. und zwar! 


si an Am })! 
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Diese Formeln lassen sieh auch mit Hilfe von (2 
lureh vollständige Induktion direkt beweisen. 
"ür 10 erzeben sieh aus (3) folzende Werte 
ol Db ei 3 
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(Diriehletscher Faktor): 
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2.B. ist 2, (2 (IOSS, 


"ir erößere Werte von » ist (lie numerische Dr 
reehnun®e der Formeln (3) sehr beschwerlieh. Wir 
eiten jetzt einen zweiten Ausdruck ab. 


'ı Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften 
IDI Nr.s: Laplace: Theorie analvytigue des probabilites 
(Oenuvres T. VIL), p. 257 bis 65, vel. auch p. 309 bis 10: 
\arkoff: Wahrscheinliehkeitsreehnung, pP. 129 bis 3: 
k. Risser: De la dispersion afferente a » erreurs dans le 
“as ol ehaenne des erreurs composäantes est regie par une 
ol simple-essai d’une representation analvytigne.  (lnter 
nationaler Mathematikerkongreß Zürich 103°, II. Band. 
Sektionsvorträge, p. 136 bis 38). F. Trieomi: Uber die 
Summe mehrerer zufälliger Veränderlicher mit konstanten 
Verteilungsgesetzen. Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 42 
(1932) p. 174 bis 79. \V. Brun: Ganß’ Verteilungesgeesetz. 
Norsk mat. Tidskr. 14 71932) p. SI bis 92 (Norwegisch): diese 
\rbeit war mir nieht zugänglich. (Zitiert nach dem Zen 


tralblatt für Mathematik.) 


in «der zweiten Formel «die Fink 
1: 
e 6» .s0 erhält man mit De 


bekannten Formel von Laplac« 


der Ausdrüueke (6) und CH) Fur gula) 


wurde auf anderem Wege zuerst von Laplaece bewiesen 


12, vgl. auch np. 485 bis 91). 
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Man bereht dabei den Fehler 
> f 2 sin /\"! sin 2.rt 
|, / [ t | (lt Ä 
1 ! ! 


welehen wir jetzt abschätzen wollen. 


(llfenbar ist 





2 y sın a 
ms 2uf ‘ I. le h 
7 ; | 
ı 
ir } sin / sin / n 1 
0 h | dt S 
! f 
) . ’ f | dt 
fi { 
1 L" ! 
Nach dem Taylorschen NSatze Ist 
f R- / 
| z In | „ | | | rs 
t IN 12.6 »ate 
{ TR vosır 
IP, W "7, | 
HaBIE 3HY>SNM 
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sind I /4 3, u 
/ Is) 1706 5040 362880 
in 
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\Wie leieht ersichtlich. sind die Auselrücke in den 


eekiven Klammern abnehmende Funktionen. welehe 
tir ?° 5 positive Werte annehmen. 
Daher zılt die Uneleiechung 


SI 4’ f° 
ıı f th, () f 3 y 
Is 
lerner ist 
| » 
f I f ) Io 
f 
etrachtet man nämlieh die Funktion 
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so folert aus 
TE ‚2 
/ ! ‘ 6 (1 .) |» 
«) 
dab fit) für 2>\ 5 abnimmt und, da bereits (3 
neeativ ist. findet dasselbe für alle # >> statt. 
A\us «den Unzeleiehunzen (8). (9), (10) erwibt sieh 
| r . fi (vn Iı f?2 | . lt 
Ir I D It- a 
ee IS) ı "rn! 
M „ 
2. nn 1 Ed 
oder. indem man für | / eine neue Variable 
bh 
einführt. 
| H ] 
1) 
I 
1] en ? | 1 
RR fe 1 2 = A lt 2. 
IT (nm I) . rn 
ı 
Krsetzt man «die obere Grenze «les Interrals 


dureh m und beachtet man. dab bekanntlich 
JS RN 
5 I? . 
\f’. (lt | 7 
S 
ı 
st. so folrt 
| 15 — ® 
RE. () 7 / 
(u 1)» N» 
I'ın «liesen Ausdruek noch etwas zu verein 
[achen. ersetzen wir 0415 dureh und (9 1)’ 


dureh »2. wobei für » > 14 die reehte Seite noch 
vereröbert wird. und bekommen 
r +) 
I, (2) = a (n— 14). (11). 
> to 
air 
Mit Hilfe einer Tafel der Ga ubschen Funktion 


erhält man die nachstehende Tabelle 
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welehe in Verbindung mit (11) die Wahrscheinlieh- 


keit leieht abzuschätzen zestattet. 

A 1b. ist für n 25 die Wahrscheinliehkeit. «dal 
der Fehler 2 Einheiten der letzten Stelle nieht 
übertrifft. zwischen 0'825 und 0'845 enthalten: für 
7 O0 ist der Fehler nieht zrößer als 20 Ein 


heiten mit einer Wahrscheinliehkeit,. welche größer 
als 09097 ist. 
310 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI Buchhandlung Berlin NW 7, Ingenienrhaus, zu beziehen.) 


Dr.Ine. FRIEDRICH BLEICH, Stahlhoch 
\uten. ihre Theorie, Berechnung und bauliche 
Gestaltune. 1. Band. VIL+ 558 8. mit 481 Abb. 
1» Text. Julius Springer, Berlin 1952. Preis geb. 
Gh, \. 


Der Verfasser gibt jetzt über «den Stahlhochbau 
» ähnliches Werk heraus. wie im Jahre 1924 
ber «lie „Theorie umd Berechnung der eisernen 
Priieken” ". Der vorlierende erste Bam enthält 
acht Absehnitten die Grundlagen «der Bereeh 
ine um baulichen Gestilltung, In den ersten 
ar. \bsehnitten simd behandelt «die angreifenden 
Kräfte. die Baustoffeigenschaften, «ie örtlichen Be 
inspruchungen der Konstruktionen md sehr 
oroefältie «die Stabilität «der elastischen Systeme. 
Der hesomders ausführliche fünfte Absehnitt eı 
‚rtert. z. T. in handbuehartieer Form, «die bau 
tatischen Aufeaben «les Stahlhochbanes. \uf 
schlußreieh ist hierbei «lie Besprechung der be 
jessunesverfahren unter Berücksichtieung der 
Plastizität «les Werkstoffs. wobei sieh «ler Ver 
Yasser aueh auf eieene Arbeiten stützt. In «den 
ächsten Absehnitten sim (die  Sehwingeungs 
ersecheinungeen, sowie die Niet und Schweibver 
himluneen einzehemd untersucht und den Schluß 
bildet eine Darstellune «ler Berechnung umd Ge 
taltune der Trägerbauten uml «ler Stahlzeschobß 
hanten. Das Bueh wird für den Inzenieur, «er 
seh mit «dem Entwurf umd «der Berechnung von 
Stahlhoehbauten befaßt. von eroßbem Werte sein: 
(ber es kann jedem auf (das beste empfohlen 
werden. der für die Anwendung «ler Statik Inter 


sse hat. 


Breslan. J. Ratzersdorfer. 3% 


Dr.-Ine. FELIN KANN, Städt. Baurat. Priv. 
oz. «ler Teehnisehen Hochschule Braunschweig 
md Dozent (der Ine.-Akademie Wismar iM. Der 
\omentenna useleiech | uTro hla ufenı«der 


Trareebilde im Stahlbau. Kine neue 


Statik als Grunmdlaee für wirtschaftliches Kon 
strieren. Verla@ Walter (le Gruyter & lo. Berlin 


md Leipzie 1952. 1 S, mit 53 Abb, Preis T.SO M. 

Bezieht man «len Sieherheitserad auf «die Trag 
st. «dl. 1. (die obere Grenzlast. unter der keine Zer 
störun®e (des Bauwerkes statttfimlet. so Ist es mög 


lieh. «das plastische Verhalten des Stahls für «die 


Bemessunge auszunützen?). Zufolee der Plastizitäts- 
»jeensehaft entsteht bei einem statisch unbestimm 
ten bieeunessteifen Stabsvstem. von der Stelle 
| 


der erößten Bierunesmomente aus. eine selbst 


tätiee AÄneleiehune der Momente. Bei festen Be 
lastuneen kann sieh die Bereehnune dann Im 
wesentlichen auf «die eines entsprecheml gewähl 


Ie}) Harnpesa sten® leschränk« Il. Solche Beispiele 


werden vom Verfasser an zahlreichen Lastfällen 
von kontinuierlichen Träzrern und Rahmen «dureh 
eführt. Sog. \Auseleichskurven zeigen den Unter 
schiel zur Reehnunz ohne Momentenausgleich. 
Selbst bei Hochbauten ist aber (lie Betrachtung 
von  verämdlerlichen Belastungen  wiehtie:  E. 
‚l|eieh behandelt in «dem voraneeführten buch 
Y 


iese Frawen weltaus venater, 


Breslan, J. Ratzersdorfer. 379 


Dr..Inz. ERNST SUTER #%, Die Methode 


der Festpunkte zur Berechnung der statisch 


unbestimmten Konstruktionen mit zahlreichen 
Beispielen aus der Praxis. insbesondere auseeführ 


l. diese Zeitsehr., Bd. 5 (1925), S. 1771176. 
l. diese Zeitschr., Bd. S (1928), S. 480. 


ten Kisenbetontraewerken. 2. verb, u. erw, Autl. 


warb. von 09, BAUMANN, Dipl.-Ing. und FF. 
HAUSLER. Dipl.Ing. lı zwei Bänden. Mit 
96 Fir. im Text umd auf 109 Tafeln. XIV + 761 8. 
Berlin 1952. Verla@ Julius Springer. Preis web. 
sa MM, 


Das Mohr-W. Rittersche Sellpolvgonver 
fahren zur Bereechnune von kontinuierlichen 
Trägern mit Hilfe «ler sog. Festpunkte läßt sieh 
unmittelbar bei «den Problemen heranziehen. «ie 
auf Formen «dreieliedrieer EKlastizitätsgeleichungen 
führen. EK. Suter hat in seinem Buch «lies: 
Methode bei «durehlaufemdlen Balken umd bei 
kahmentraxweiten anzeewendet. Die zweite Auf 
“ee «les ausführlichen Werkes wurde nach (em 
‘ode des Verfassers von zwei Mitarbeitern heraus 
ereben. Der erste Bamd umfaßt die Theorie der 


| 


\ethode, Sind «Be Knotenpunkte (des biegungs 
stelfen Trarwerkes unverschleblieh. also «(lie Stah 
lrehwinkel @leiech Null 7. B. bei einem svmme 


trisehen Tragsystem unter symmetriseher Be 
lastung, ohne Berücksiehtieunge von Läneskräften 
so wird der Momentenverlauf mit Anwendune 
der Festpunktkonstruktionen umd «der Konstruk 
tion «ler sor, Verteilunesmabe (der einzelnen Stäbe 
bestimmt. Bei verschieblichen  Knotenpunkten 
führt Suter soe, Festhaltuneskräfte ein. «lie zum 
System nut null wesetzten Stabdrehwinkeln noch 
/usatzkräfte um Zusatzmomente hervorrufen. 
Im zweiten Buchbamed ist eine eroße Zahl ent au 
vewählter Beispiele aus (der BKisenbeton-Praxis 
vollstämdie «lureheereechnet,. um «daher «lie An 
wendung für einen derartieen Fall sehr erleiehtert. 
Der eroßbe Umfane des Werkes sollte keinen 
“reumd graphischer Methoden «davon zurück halten. 
sich mit dem einheitlich «durchgeführten Seilpoly 
vonverfahren vertraut zu machen, 
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Dr..Ine. K. THALAU, a. 0. Prof. a. d. Teehn. 
Hochschule Berlin. Leiter d, Stat. Abt. der Deutsch. 
Versuchsanstalt f, Luftfahrt. u. Dr.-Ine, X. TEICH- 
MANN, Assistent in «der Stat, Abt. «ler Deutseh 
Versuehsanstalt f. Luftfahrt. \ufeaben aus 
der Fluezeuestatik. Hrse. im Auftrawe 
der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt. E.V. 
Berlin-Adlershof. NI + 345 S. m. 90 Einzelauf 
oaben. 106 Tabellen um 291 Textabbilluneen. 
berlin 1933. ‚Julius Sprineer Verlage. Preis weh, 
>Ss MM. 


Das Buch ist eine reichhaltige Sammlune von 
\uferaben über «die statische Bereehnune von 
"uezeuebauteilen. umd wendet sieh an die Luft 
[Yahhrzeue-Teechniker, «lie bereits Kenntnisse der 
Statik besitzen. Im ersten Absehnitt (8. 1 bis 
25) simd die in Deutschland derzeit übliehen 
„Belastungesannahmen für «die Festiekeitsbereeh 
nune von Flurzeuzen”" anzereben. uml es ist auch 
die Hamdlhabuns dieser Grumllagen erläutert. 
Der zweite Buchabsehnitt eliedert sieh in vier 
Kapitel: Beanspruchung statisch bestimmter 
Systeme.  Formämderung statiseh bestimmter 
Systeme, Statisch unbestimmte Systeme, Stabili 
tätsaufeaben. In diesen Rahmen simd die Bei 
spiele über «die Bestimmung der Beanspruchung 
umd Verformung der einzelnen Oreane weschickt 
einwefürt. so dab ein abrerundetes Bill von «Jen 
statischen Problemen des Flugezenebaues entsteht. 
Die überaus erümdliche Kinführune in «ie Flur 
zeuwstatik wird «lem konstruieremdlen uml rech- 
nemden Inzenieur wertvolle Dienste leisten. 


= 
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Ztsehr. f. anzew 
Math. und Meel 








Dr..Ine. KURT BÖTTCHER, 
er Tei hnisehen Hochschule zu Danzie, Ver 
UENnNEe iiber (die Spannungs\ rteilune 
im Zurhaken,. Aus: Forsehungesarbeiten auf 
lem Gebiete «des Inzenieurwesens. Heft 337. \VDI 
Verlage. Berlin 1931. IV + 20 8. mit 24 Abb, und 


;' Zahlentafeln. Brosch. 5 M. 


Privatılozent an 


Der Verfasser hat im Festiekeitslaboratorium 
ce] Teehnisehen Hochschule zu Danzie Versuche 
nit Zurhaken «durehwreführt. um zu untersuchen 
wie «lie  versehledenen  voreesechlaeenen Rech 
nungesverfahren mit «der Wirkliehkeit überein 
stimmen, Der Versuchskörper war aus Flußstahl. 
hatte rd. 430 mm Länge umd einen rechteckigen 
Wuersehnitt von 15 mm Dieke. um wurde so be 
lastet, dab an keiner Stelle «die Proportionalitäts 

überschritten war, also «lie unbeschränkte 
Giültiekeit des Hook e schen Gesetzes anzenom 
men werden konnte. Die Dehnunesmessungen 
erfolgten in den Scehnittpunkten von „Fasern” deı 
l.ängsriehtung umd „Sehnitten” «der Querrichtung 
mit einem nell konstruierten. weihebelieen. 
vereröbermilen Dehnunesmesser, Sie 
dabei in jedem Punkt in vier unter 45° 
verenelnander zeneleten Riehtuneen  voreenom 
men. \us den Dehnungen wurden (lie Spannungen 
berechnet umdl ein bemerkenswertes Resultat fest 
vestellt. Die alte. auch von Ba [ h vertretene, 
(rashof sche "orme! die I. a, unter den 
Voraussetzungen «des  Ebenbleibens der Queı 
schnitte bei der Formänderung und der Propor 
‚wischen Dehnnungen und Spannuneen 
liefert in «ler Bereehnune «ler 
„zefährlichen @Querschnitte” für «lie Praxis aus 
reichen 


FTONZE 


meehaniseh 
wurden 


tonalıtät 


entwickelt ist 


reale Kroebnisse, 
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Dipl. Ine. E. ELWITZ, Beratender 


Düsseldorf. Derzweistieli: 


v 
_ 


lneenieur in 
ve Stoe k \\ erk 


ahmen. Komm.-Verlae von A. Baeel. A.-6G. 
Düsseldorf 109951. 40 S, m. ?S Abh., 
Der Verfassen berechnet einen symmetrischen 


Stoeckwerkrahmen mit zwei parallelen Stielen uni 
hierbei zu einfachen formelmäßieen Re 
\ls Überzähliee werden bemerkenswerter 
weise (ler Sehub und die Lage der Momentennull 
punkte in «den Stielen anzenommen, um wie üblieh 
nur (der Kintlußb «der Bierunesmomente auf lie 
Formänderung berücksiehtiet. Unter «der lotreehten 
Belastune «der Rieerel werden 
Doppelrahmen betrachtet und mit Ersatzqner 
heim oberen und unteren Rieeel den 
Traewerks hinreiehenidl 
wangerechten, in «den Knotenpunkten 
anereifenden Lasten, bekannten Stiel-Quer 
kräften,. wird «der Rahmen im zanzen berechnet. 
Dann wird noch die Wirkung der Temperatw 
untersucht. umd bei len eines Ge 
| 


SU’ /IOSSPsS ePl]ll 


velanert 


suultaten. 


weleesehossiee 


schnitten 
"ortsetzune les entspro 
ehen. Bei 


also 


uneleiehen Stil 

\nnähernunesvoreane miteeteilt Dein 
velenklose Stoeckwerkrahmen ist wirtschaftlichen 
als eine Konstruktion mit übereinamdlereestellten 
/;weleelenkrahmen. 


ri slaı, Er R atzertrs | ortTer. 3% 


Pr. Inz. GEORG UNOLD, Prof. a. «4. Staatl. 
\karlemie für Technik in Chemnitz. Die prak 


ısche Bereehnune der Stahlskeletit 
ralımen. I\ ‘>=. m. 37 Textabb. Berlin 1933 
\Verlae von Wilhelm Ernst & Sohn. Preis zeh. 7M 


Vor einieer Zeit wurde hier über (die .Rah 


mentafeln” von Fukuhei Taka 
richte 1 DS handelte sieh ım die berechnune 
mehrstieliver Stoekwerkrahmen. die in den Rieeeln 


| dl. 1] (19:1). S. 462. 


lotreeht belastet sind. und bei denen waarereceht: 
Kinzellasten in den äußeren Riegelknotenpunkte 
anzereifen. Als Unbekannte der Klastizitätselei 
ehungzen sind dort in bekannter Weise «lie Dre] 
winkel der Knoten um die (bei den vernachlässig 
ten Stabilehnunzeen) für ein konstanie)ı 
Stabilrehwinkel der Stiele gewählt. An Gleiehmnm 
sen stehen zur Verfügung: für jeden Knoten ein 
Momenteneleiehung, «denn «die Summe «der An 
schlubmomente ist gleich Null, und für jedes Ge 
schob #ine weitere Gleicheewichtsbelinzeung. lie 
Stockwerk zleichunge, denn «lie Summe «ler Quer 


kräfte ist für «lie Stiele eines Geschosses 


(Geschoh 


re] 
oO IP n>+]l, 


er 
In der vorliegenden Schrift wird «lie gleiche Auf 
abe mit nur eerinefürieen \bämlerungen welöst. 
Im alleemeinen Fall. bei «lem sieh «die Knoten 
punkte verschieben. werden aus den Stockwerk 
eleiehungen «(die Stabilrehwinkel ausgerechnet uni 
in «die Momenteneleiechungeen eingesetzt. Darure) 
wird die Zahl der Gleichungen verenüber (lem 
früheren ersten Ansatz um «die Zahl der Ge 
sehosse verrineert. 
) 
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Berechnung 
Berlin 1932. 
7 Zahlentaf. 


DIETRICH RÜHL, 
Kniekstäbe. 
0 Ss, m. 15 Abb. u. 


Dr.-Ing, 
veelieiılerter 
\DI-Verla®e. \ 
Preis 5.50 M. 


“ 


Jahren wurde «(der Rahmenstah 
verschiedenen Autoren in teeh 
Der Bauingenieur, Die Bau 
teehnik. Der Stahlbau) untersucht, Über eine Reihe 
mehr oder wenieer willkürlicher Annahmen wur 
den Formeln für «lie Knieklast und für eine zur 
Dimensionierung «der Bindebleche ausreichende 
Wuerkraft hergeleitet. Der Verfasser «ler vor 
lieeenden Broschüre schließt an diese Abhandlun 
ven an und vergleicht (die Rechnung nach (len 
Nniekformeln mit den Ergebnissen von Versuchen. 
Die Querkraft wird im unelastischen Bereieh unter 
Zuerundeleeung einer Hilfsparabel bestimmt. deren 
Tangenten das jeweilige „Geradliniengesetz", d.h. 
linearen Zusammenhane zwischen Knick 
spannung um Sehlankheit bilden: eine „Aus 
»leiehsformel” soll bei allen Schlankheitseraren 
Gültiekeit besitzen. Den so zefundenen Querkrafts 
werten sind die Resultate von Krohn. Peter 
mann, Stoltenber Krahbe und Müll 
lenhoff gegenübergestellt. 

Kine erundsätzlieh riehtiee Lösung ist hingegen 
nur auf dem Were über (lie Klastizitätstheorie zu 
erhalten. Wenn las Hook esche Gesetz zutref 
fend ist. läßt sieh die Knieklast exakt berechnen. 
siehe diese Zeitschrift Pd. 6 (01926). 8. 181/199. 
\nberhalb (des Hook e sehen erelehes Ist «All 
Stelle ddes Youneschen Moduls sein augenblick 
licher Wert. «der aus einem empirischen Gesetz 
ermittelte „„Kniekmodul”* zu nehmen. der der be 
treffenden Kniekspannunge zugeordnet ist. In 
oleieher Weise kann (die Querkraft in Abhängie 
keit zur Ansbieeune «dargestellt werden, und die 
\nnahme einer @Querkraft ist «dann übereinstim- 
menid mit der Wahl einer Ausbierune. Der Refe 
rent wird auf die letzteren Fragen noch zurück 
kommen. 


In «len letzten 
neuerdines von 
nischen Zeitschriften 


einen 
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DER CHEMIE-INGENIEUR. Ein Handbuch «er 
physikalischen Arbeitsmethoden in chemischen uni 
verwandten Industriebetrieben. Hrser v. \.EUVCKEN 
und M. JAKOB. mit einem Geleitwort von F. Ha 
ber. Bd. I: Physikalische Arbeitsprozesse des Be 
triebes. 1. Teil: Hvıdrodvnamische Mate 
rijalbeweeune, Wärmeschutz und 
Wärmenustauseh. Hrse v. M, Jakob: be 
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Buchbespreehungen 391 





von M. JAKOB, Berlin. und S. ERK. Berlin. 
IN + 530 S. m. 287 Fig. im Text. Leipzig 1953. 
ulemisehe Verla@esgesellschaft m. b. H. Preis 
h,. 54 M. 


Das veroße Handbuch, dessen erster Teilbanıl 
er vorliegt, will in erster Linie (die phvsikali 
hen Grumdlagen «ler modernen ehemischen For 
une im weitesten Umfang «darstellen. ins 
‚sondere aueh die technische Seite dieser Grund 
ren, Dadureh ist eine engere Berührung aueh 
ı (lem Problemenkreis gegeben. der in dieser Zeit 
chrift behandelt wird. und insbesondere «dureh 
len vorliegenden Band, «ler  hyelrodynamische 
\laterialbewerung als 1. Hauptteil, Wärmeschutz 
ınd Wärmeaustausch als 2. Hauptteil enthält. Er 
wird daher auch für alle Fachleute «dieser Ge 
hiete von selbständieem Wert sein. Die beiden 
Hauptteile sind je in 4 Kapitel eingeteilt: Allge 
meine hydrodynamisehe Grundlagen der Strömung 
in Rohrleitungen, «die Zähigkeit als hydrodyna 
miseh mabrebenmde Stoffeieenschaft, Förderung 
\omorener Stoffe, Förderung inhomogener Stoffe: 
\lleemeine Grundlagen «der Wärmeübertragune. 
lie für die Wärmeübertragung wiehtiesten Stoff 
ejeensehaften. Wärmeschutz. und den Wärmeaus 
tauseh fördernde Maßnahmen. Dabei kommt. 
neben «dem ausführlichen sachliehen Inhalt. auch 
lie mathemätische Seite (von M. ‚Jakob «ar 
restellt) nieht zu kurz. 
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Dr.-Ine. WILHELM STIEBER, Das Sechwimm 
acer. Hydrodynamische Theorie des Gleitlagers. 
\h 106 S. m. 12 Zahlent. u. 42 Abb, Berlin 1939. 
\DI-Verla®e. Preis 6 M. VDI-Mitel. 5.50 M. 


Das Büchlein hinterläßt nieht den Eindruck. dab 
n «den Grundlagen der hydrodvnamischen Theorie 
des Gleitlaeers wesentlich neue Erkenntnisse we 
wonnen wären. Das theoretische Hauptinteresse 
wird ja augenblieklieh von «er rechnerischen Be 
herrschung®e «des endlieh breiten Lagers (Mitehell. 
Duffine. Schiebel) in Anspruch genommen, «las 
hier aber nur durch empirische Beiwerte erleiligt 
wird. «die allerdines aus noeh nieht abweschlos 
senen Untersuchungen des Verfassers gewonnen 
im. Als neu zu erwähnen ist «die Berücksiehti 
une der Strömung im «drucklosen Teil des Voll 
laeers. Hingegen ist (die außerordentlich grün 
liche Erörterung «ler Reehnungsergebnisse, «ie viel 
Neues brinet, höchliehst anzuerkennen. Sie ist 
nur dureh sehr mühevolle Arbeit zu erreichen ge 
wesen um wird insbesondere dureh die zahlreichen 
‚eiehnerisch dargestellten Abhängiekeiten (der 
Praxis sehr willkommen sein. 

Prae. K. Körner 38% 


Dr, RUDOLF ROTHE, 0. Prof. a. d. Teehn. 
Hochschule Berlin. Höhere Mathematik für Mathe 
matiker, Physiker und Ingenieure. Teil I: Diffe 
rentialreehnune und Grundformeln 
der Integralreehnung nebst Anwen 
dluneen. 4 verb. Aufl. (Teubners Mathem. Leit 


fäüden, Bd. 21.) VII + 201 S. m. 161 Fig. im 
Text. Preis kart. 5.40 M. Teil IV: Übungs 
aufeaben mit Lösungen. Formel 


sammlung. Unter Mitwirkung von Studl.-Rat 
Oskar Deerosane. 1. Heft: Zahlen. Veränider 
liche und Funktionen. Hanptsätze der Differen 
tialreehnunge und Grundformeln der Integralrech 
nung, (Teubners Mathematische Leitfänlen. 
bil. 33.) 52 8. mit 56 Abb. im Text. Preis geh. 
>2M. Leipzig u. Berlin 1932. B. G. Teubner Verlag. 

Das Rotheseche Buch. dessen erster Teil nun 
schon in vierter Auflage vorlieet. ist in «dieser 
Zeitschrift bereits besprochen und empfohlen wor 


den. s kann «deshalb auf die früheren Be 
spreehungen (Bd. 8, 1928, 8. 336 und Bd. 9. 
1920. S, 165) verwiesen werden. Der buchhänid 
lerische Erfole «les Werkes beweist. (dab es bei 
dem Leserkreis. für (den es bestimmt ist. Anklang 
vefumden hat. 


Dresilen. EB. Trefftz. 37 


Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 0. ö. Professor 
der reinen Mathematik an «der Technischen Hoch 
schule zu Dresden. Vorlesuneen über all 
eemeine natürliche Geometrie und 
l.iesche Transformationseruppen. 
Mit 16 Fieuren. Göschens Lehrbücherei 1. Gr. 
19. Bd. Verlag Walter de Gruyter & Co, Berlin 
umd Leipzie 1951. 280 8. Preis IT M. 


Das Buch weht von der «dureh Cesäro im ‚Jahre 
ISSU bis 1806 berrümleten sog, natürlichen Geo 
metrie aus umd zeigt zunächst an einer großen An 
zahl von zwei- und «dreilimensionalen «differentinl 
veometrischen Aufgaben «lie Brauehbarkeit (ler 
Cesäroschen Methode. Daran schließt sieh (lie 
von Piek herrühremde im Jahre 1906 zewebene Ver 
alleemeinerunge der Cesäroschen Ideen an. bei «der 
an «die Stelle «der euklidischen Bewerunren eine 
beliebige Transformationsgeruppe tritt. Auf «diesem 
Were welanet der Verf. schrittweise zu «der 
Lieschen Theorie der Transformationsgeruppen. 
wobei auf die Anwendungen und auf die Berech 
nung von besonderen Invarianten «der erößte Wert 
eeleot wind. 


Köniesbere ı. Pr. (,Szeeoüo, 380 


RICHARD DEDEKIND, Gesammelte ma 
thematische Werke. Herauseereeben von 
Robert FRICKE 7 in Braunschweig, Emmy NO% 
THER in Göttingen umd Öystein ORE in New 
Haven. 3. Bd. Braunschweie 1932, Verlaz Vieweg 
& Sohn. 508 S. Preis geh. 41.40 M. geb. 43.65 M. 

Dieser dritte umd letzte Band (der Gesammelten 
Werke enthält u. a. die beiden berühmten Sehril 
ten: „>Stetierkeit umd irrationale Zahlen" sowie 
„Was sind umd was sollen (die Zahlen“. Darüber 
hinaus liegen «darin verschiedene Sehriften um 
Notizen aus «lem Göfttinzer Nachlaß vor. insbe 
sondere bemerkenswerte Briefwechsel mit Min 
kowski, Lipsehitz und Weber, ferner auch der Ab 
druek «des Habilitationsvortrawes: Über die Ein 
führung neuer Funktionen in der Mathematik (ge 
halten am 30. Juni 1854 im Hause des Prof. Ho»ck. 
in Geeenwart von Hoeek. Gauß, Weber ml 
Waitz). KErwähnt sei noeh «der Zusatz zu «ler 
posthumen Arbeit von Dirichlet. Untersuchungen 
über ein Problem der Hviırodynamik (heraus 
reeeben von Desekinid). 

Den Abschluß sollte ein von R. Frieke geplanter 
lebenslauf von Dedekind bilden, der aber mit (lem 
Tode (des ersteren werfallen mußte. Das Sehriften 
verzeiehnis umfabt 45 Nummern. 


Köniesbere i. Pr. (1, Szeeü, 386 


Pr. ALENANDER OSTROWSKI, Prof. an «ler 
Universität Basel. Studien über (den Schott 
kyschen Satz. Verlag B. Wepf & Cie. Basel 
1931. 112 S. Preis broseh. Schweiz. Frk. D. 


In dem vorlieeemden Buch. das zurleieh als Rek 
toratsprogramm «der Universität Basel für das Jahr 
1931 erschienen ist. entwiekelt «der Verfasser eine 
Reihe von Bemerkungen zu «dem klassischen Satz 
von Schottky (vgl. unten). (die eng mit den neueren 
\rbeiten von ‚Julia über eanze Funktionen zu 
sımmenhängen. Auf die Kinzelheiten kann an 
dieser Stelle nieht einzerangeen werden. Es sei 
nur auf die nieht zeanz einfache numerische 





\bschätzune ler Konstanten «des 


Sehottkvschen Satzes hingewiesen. wodureh diesen 


estimmung 

Satz eine recht konkrete Fassune erhält. Es er 
rjibt sieh z. B.: Ist Funktion fız 
reeulär uml von 0 umdl I ver 


die analytische 


u 
« | N hi N 
im EKinheitskreis 


schieden. ist ferner |/ (0 | ed d l. so hat man 
für |z|<1 
dd 0 
oe |} >)| here loo 16, 
1—|z:| [2| 
Köniesbere 1, Pr. (:, Seo), IN 
P. 8. de LAPLACE, Philosophische: 


ie Wahrscheinlieh 
(. v. MISE8S. Mit Anm. von 
ING ER. Nr. 233 der Samm 
alds Klassiker (ler exakten Wissen 
schaften, Akwmlemische Verla@eseesellschaft m. b. H.. 
leipzie 1932. VI+ 211 8. Preis kart. 9.60 M. 
Nachdem in der Sammlune Ostwalls Klassiker 
it längerer Zeit (ddie „ars-eonjeetandi” von 
JacvobBernoulli{Nr 107 und 108. herauseerebeı 
von RK. Haußner „versuch zur Lösung 
EINES .’roblems lei \Wahrscheinliehkeitsreehnune* voll 
Ihomas Ba ves Nr. 169. 
I. Timerline) in 
ränglich gemacht worden sind, ist es sehr zu be 
rrüben. «lab nun anch «der i 
sur les probabilites" 


une der Klassikeın 


ersuch über + 
eit. Herause. von |] 
H. P’OLLAÄUZERK-GEIR 
11110 IIStW 


ce HON Sc+]1 
So Ie (ler 


herauseereben von 
deutschen Sprache beuuem U 
.Kssal philosophigue 
von Laplace in «diese Samm 
aufeenommen worden ist, Ur 
sprünglieh Teil einer Vorlesung. einer Art Ele 
Stamlpunkt. (die 
\usbilklung 


immten Keole 


höhe rel 


1795 errichteten zur 


mentarmathematik 
l.aplaece Am der 
ler Lehrer an 


1 
I 
I 


vorn 


höheren Schulen best 
normale superieur, dem Varallelinstitut zu «der ein 
Jahr vorher gegründeten Eeole politechnique, ze 
INI4 wesommert erschienen 
dem groben Hauptwerk der „Theorie 
nalvtigue des probabilites" als Einleitung vor 
usgesetzt worden. Laplace entwiekelt darin. 
Formeln zu ie Prinzipien «ler Wahr 
| \nwenmlune auf «die 
lebens. bei 


halten hat. ist der Essaı 


ind später 


ohne 
rebrauchen. «ie 


inhl 4 nphır Je 1 
CNIKeILSTECHNUNEFE „Mit 


FAN le) 
wiehtiesten Fraeen (des velehem es 


ST in der Tat erößtenteils nur um Wahrsehein 

hkeiten hamdelt“, Sie fußbt auf zehn Prinzipien. 
leren erstes «lie jetzt alleemein als klassisch be 
eiehnete Detinition «ler Wahrscheinlichkeit aus 
Sprit Zahl der eünstieen Fälle «dureh Zahl den 
mörliehen Fälle Wenn «iese Detinition aueh in 


| 
euere] Zeit, 


les Herauseebers «ler vorlie 


lureh (die \rbeiten 
leutsechen \us 
be les ss) R. von Mises. als unbranehban 


Er 
y* " t » 
namentiieh 
renden 
4 


. & . 
: 4 - - 
eT’RANNn I» =) biete (lie 


l,aplacesche Schrift mit 


rer Fülle feiner Bemerkuneen «loch eine sehr an 


ermle Lektüre für alle an Wahrscheinliehkeits 
\ ına um] Statistik Interessierten, Referent ist 
ulm veranlal worden, für «las .„Alleemeine 
ttistisehe Archiv" eine Abhamtlung über Laplacı 
im seine DBedentune für «lie Statistik zu ven 
ISSt Die weltanschaulichen Grunmdlaeen von La 
yrlaice erwachsen AS ler rationalistischen Denk 
weise der Enzyklopädisten des 18. Jahrhunderts. 
ehne1 wır heut ıb: ebenso aueh «lie von La 


place einzeführte Intelligenz, «lie aus einer Well 


| /ıuk | I | or] | k ı1ıl \an vıı | rıke 1 
teht ma ua tive Wahrseheinliehkeitsurteil 
+] KM Bi \ l BER storiseheın | is ıe+]] oleı 

von Zeugenaussacen umdl ähnlichem gelten lassen. 
worüber Laplace si wisführlich Aubert. Trotz 
em könne aber au ı in unsere! Zeit viele seine 
Y II "k ERE leı mitte baren Kintluh) eine] wahı 
schheinliehkeiltstheoretisehen Schulung für eine Vor 

hr s I r!ı Ile IS in dein (Yeliet den Se enaAnNmTen 


lassen ml 
lm lulur: sell lehhrreieh. die von ıhm he 


um ım Teil selbst zeschaffenen mathe 


. u. . ' 
or schen \\ sse]lsehäalfen erkennen 


Buchbesprechungen 
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matisechen Hilfsmittel: Differenzenzeleichungeen, # 
zeugende Funktionen, Grenzübereane,. der zu 
Gloekenkurve führt, werden ausführlich mit Wo 
ten wresehildert. Sehr riehtie betont Frau Po 
laezek-Geirinzer, (die dem von Dr. Hein 
,öwv in sehr gutes Deutsch übersetzte: 
Text eine eroße Reihe wertvoller Anmerkuns 
beieefürt hat. daß «diese Erläuterungen für ıle 
\nfäneer in «der Sprache «(er Formeln viel leichte: 
verständlich wären: sie hat daher auch die Lapla 
eesche mathematische Methode (dureh Formeln klaı 
erläutert, Der Versuch von Laplace, ohne Formelı 
für einen wvröberen Kreis mathematischen 
Methoden klarzule_en, veranlaßt eine erumlsätz 
liche Bemerkung, «lie Referent für unsere Zei 
wiehtie erscheint: «ler Statistiker muß heute ein 
mathematische Billun®e besitzen. «die über «lie vie) 
Grumdlreechnungsarten uml «las  Quwdratwurzel 
iehen hinauszeht. Der Gerensatz zwischen «deı 
alleemeinen Statistik umd vler sorenannten mathe 
mäatischen Statistik «lürfte auch in Deutschlaml 
allmählich schwinden. Amdererseits sei aber aue| 
hier wieder betont. daß der Mathematiker. 
mit Statistik beschäftiet. darin nieht. um ein 
treffendes Bild von Tschuprow zu gebrauchen, nuı 
als mathematischer Kunstschlittschuhläufer auf 
treten soll. Die Hauptsache ist. die Sachkenntnis 
umd «las Sachverständnis: «lie Mathematik ist (las 
notwendige Hilfsmittel. An «dem Beispiel dei 
Volkszählune umd «lem Gescehleehtsverhältnis den 
Geborenen zeigt der Essai, dab Laplace nieht nur 
als Mathematiker sieh mit «der Statistik beschäftigt 
hat. Seine im Essai Methode den 
Volkszählune in Frankreich von 1802 wird übri 
Westereaard als ein wirklieh große: 
anerkannt. Wenn in «er biographi 


seine 


der sieh 


eeschillerte 


FENS von 


Fortschritt 


schen \neabe Seite 170 «das Jahr 1816 als elas 
Jahı veENANMMT wird. In lem laplace in lie Aka 


beruht «das wohl auf 
l,aplace, der seit 1771 in Paris 

Poreemlorf seit 1779 Mitelieil 
In dem auch wegen seiner schönen 
schwunevollen heute sehr 
werten Nachruf, den Fourier in der öffentliehen 
Sitzune der Akwulemie am 15. Juni 1829 vor 
vetraeen hat (Memoires de L’Institut de Franee. 
Bil. N. 1831 page. ELNNNI CT). finden sich darübeı 
allerdlines keine Daten. 


leipzig. W. Lorey. 381 


elneetreten Ist. Ss) 
Irrtum, 
wirkte. war nach 


ler Akademie, 


leınie 
einen 


Sprache noch lesens 


Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico 
di Milano. Vol. V 1031- IX). Libreria Kditriee 
’oliteenien. Milano 1931. XI + 225. 

F. Severjl 
\ufsatz Resultate. 
in «der Theorie «der analytischen 
komplexen Variablen. 6. A. Magei 
denkt anf einieen Seiten Luiei Uremonas., 
hunmdertster Geburtstae ins Jahr 1931 fiel. ©. Chi 
ojbt \nwenduneen «der Uremonatransformä 
tionen auf die Konstruktion «ler Asymptotenlinien 
uf kubischen Reeelflächen. Kin Beitrae von 6. 
\., Mawreji befaßt sieh mit der von F. Pfeiffeı 
wieteranfeenommenen Vainleveschen Einführung 
der Reibuneskräfte in «der Kinetostatik. B. Finzi 
"jbt vereleichemde Betrachtungen über Matrizen. 


Homozraphien. I’, Broeeı be 


schillert in einem erobanzeerlegeten 
Gesichtspunkte um Probleme 
Funktionen von 


We] 


(lessen 


sin! 


Tensoren med Oo 
handelt einige Probleme der Analysis, die auf algr 
führen. L. Santarella 
"raren beim Eisen 
betonbau. «deren Lösune Unbestimmtheiten «ar 
bietet. 6. Vivantj beriehtet über Variations 
nml Funktionalanalysis. T. Levi-C1 
vita macht Ausführungen über den Druck in seln 
dünnen Flüssiekeitsstrahlen. (die gut mit der Er 
M. Boldrini ejbt Bei 
Mittelbildune in «ler Statistik. GG. 


hraische (Gleicehuneen 


behandelt thermoelastische 


rechnung 


Yalırınaz übereinstimmen. 
spiele zu 
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<iIyna behandelt die Bahnbestimmung des Pla 
sten Pluto. U. Cisotti behandelt Analogien 
visehen Hydrostatik und Klektrostatik. 

Berlin. I. Bieberbach. 374 


Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 0. Prof. a. dl. 
"sehn. Hochsehule Dresden, 0. Mitglied «4. Sächs, 
\kudemie dd. Wiss. zu Leipzig, Lehrbuch der 
höheren Mathematik für Universitäten und Tech- 
‘sche  Hochsehulen. l. Bdl.: Vektorreceh 

une undanalvtische Geometrie 2WN. 

67 Abb. 2. Bd: Hauptpunkte derana 


-tischen (‚eometrie des Raumes. 
rundbeeriffe der Differential und 
Inteeralreehnune.. 20 SS. m. 18 Abb. 


Bid: Fortsetzung der Differential 
ınd Intereralreehnung. Differential 
‚|leiehunzeen. Differentialgeometrie, 
"uınktionen einer komplexen Verän 
Ierlichen. Probleme der Variations 
ecehnune. IV + 252 8. m. 12 Fie. Berlin und 
Leipzig 1933. Verlag von Walter de Gruyter & Co, 
Jeder Band geb. 3.80 M. 


ls gibt im deutschen Sprachgebiet kaum einen ge- 
wandteren Lehrbuchverfasser als G. Kowäalewski. 
\an verdankt ihm eine zeanze Reihe von Lehr- 
hiüechern über verschiedene Teile der Analysis, «(ie 
seit Jangem in den Kreisen der Studierenden hei 
nisch eeworden sind. Klarheit umd KExaktheit der 
Darstellune neben leichter Verständlichkeit sind die 
Hauptvorzüge, Auch in dem jetzt erschienenen 
lreibändigeen Lehrbuch der höheren Mathematik. 
las «den gesamten Unterriehtsstoff umfabt,. der zu 
len Grundlagen mathematischer Ausbildung. sei es 
ın Teehnisehen Hochschulen oder an Universitäten. 
ehört,. bewähren sieh die genannten Vorzüge. Das 
einziee, was der Referent an den Kowalewskischen 
Büchern welerentlich  vermibßt, ist eine zeenürenid 
seitzehende Unterteilung der Paragraphen, wie sie 
ur Übersichtlichkeit für den Lernenden, namentlich 
ı den Anfanesstäadien des Unterriehts,. sehr nützlich 
u sein scheint. Die drei Bände umfassen die Haupt 
punkte der analytischen Geometrie der Ebene und 
les Raumes unter auswiebirer Verwendune der 
\ektorreehnung, die Grundbegriffe der Differential 
ml Integrralreehnunge einschließlich gewöhnlicher 
Differentialgleichungen,. eine kurze Einführung in (die 
Differentialgeometrie, einize Bemerkungen zur Funk 
onentheorie umd zur Variationsreehnunge. Kein 
Zweifel, dab jeder Studierende, der die in (den Vor 
esunzen erworbenen Kenntnisse ereänzen um ver 
tiefen will. in dem Kowalewskischen Buch ein treff 
ches Hilfsmittel dafür findet, Mises. 408 


’rof. Dr. HEINRICH DÖRRIE, Triumph «der 
\lathematik. Hundert berühmte Probleme aus 
‚wei ‚Jahrtausenden mathematischer Kultur, Bres 
au 1933. Verlae von Ferdinamd Hirt. VI 
»S4 SS. m. 112 Abb. Preis eeb, 9 M. 


Das Buch bringt „Hundert berühmte Probleme“ 
ın meist klarer und sehöner Darstellung. Da es 
it Ausmahme einfachster Tatsachen (der höheren 
\lathematik keine weiterzehenmden Begriffe oder 
Sitze verwendet. wird es auch «dem mathematisch 
interessierten mieht fachkundieen Leser und viel 
wicht sogar «lem berabten Schüler keine Sechwie 
Hekeiten bereiten, wegen der hübschen Auswahl 
ler Probleme aus allen Gebieten aber viel Frewle 
machen. Zu wünschen wäre neben der Richtig 
Stellung einiger anderer Kleiniekeiten eine prä 
isere Formulierung umd modernere Darstellung 
(des Buffonschen Nadelproblems S. 6841.. dla ja die 
\ufeabe in der hier gestellten Form keine eimdeu 
ve Lösung hat (vel. v. Mises. Wahrscheinlich 
keitsreehnung). 


Berlin. (4. Kleffner 980 
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Ferner sind bei der Sehriftleitungz folgende 
Bücher eingeranzen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. KOBERT HAUSSNER, 0. Prof. d. Mathe 
matik a. d. Univ. Jena, und Dr. WOLFGANG 
HAACK, Priv.-Doz. f. Math. a. dd. Techn. Hochseh. 
Danzie-Lanefuhr,. Darstellende Geome 
trie. 4 Teil. Freie und gebundene Perspektive. 
Photogrammetrie, kotierte Projektion. Sammlnna 
Göschen Bd. 1063. Berlin umd Leipzig 1953. Ver 
lax Walter de Gruvter & Co. IH S. m. 76 Fig. im 
Text. Preis geb. 1.62 M. 


Dr. HEI,MUT HASSE, 0. ö. Prof, dd. Math, a. dd. 
Univ. Marbure. Höhere Alzebra. 1. Lineare 
Gleichungen. 2. verb. Aufl. Sammlg, Göschen 
sd. 951. 152 8. Berlin und Leipzig 1955, Walter 
le Gruyter & Co. Preis geb. 1.62 RM. 


Transactions of the American Society of Mecha 
nieal Engineers. 1932. Vol. 54. Published bv the 
AÄmeriean Society of Mechanical Engineers. 
2) West. 3Dth Street. New York. 


Marshall HARVEY STONE, Associate Professor 
in Yale Universitv. Linear Transforma 
tions in Hilbert Space amd their Appli 
eations to Analysis. New York 1952. Amerliean 
Mathematieal Society  (Colloguium  Publieations 
Vol. XV). VII #622 8. Preis 6.50 8. 


Dipl.-Ing. P. GRODZINSKI in Berlin u. Dr. ine. 
Hl. POLSTER in Leuna. Getriebelehre. Bi.l: 
Geometrische Grumdlagen. Sammlung Gösehen 
\r. 1061. 136 S. m. 127 Abb. 

Dipl.-Ine. P, GRODZINSKI, Getriebelehre, 
bd. Il: Angewandte Getriebelehre. Samml. G6 
schen Nr, 1062. 142 S. m. 196 \bb, Berlin u. Leip 
ie 1935. Walter de Gruyter & Co, Preis je Bil. 
1.62 M,. 


LUDWIG BIEBERBACH, or... Prof. an d. Frieil 
rich-Wilhelms-Universität Berlin. Mitel. 4. Preuß. 
A\kad. dd. Wissenschaften. Kinleitune in die 
höhere Geometrie. (Teubners math. Leit 
Fäden. Bd. 39.) VIII# 128 S. m. 25 Fig. Leipzig 
und Berlin 1933, Verlae von B, G. Teubner. Preis 
kart. 6.40 M. 


. SCHRÖDINGER, MC“ moires sur la Me 
eanigque Ondulatoire. Un volume, XXVI 

236 pages, Nouvelle edition avee un avanı 
propos et «des notes imedites de Fauteur, eerites 
speeialement pour cette edition, "Trauluit de Valle 
mand par M. Al, Proena. P’reface «de Marcel 
rıllouin. membre de I Institut, Librairie Felix 
\lean, Prix eartonne: 50 fr, 


Dr. ELLEN  QUITTNER-BERTOLASI, Das 
Verhältnis von Trend und Konjunk 
turzyklen als mathematisch - ökonomisehes 
Problem. (Sammlune:  Veröffentlichungen «der 
“rankfurter Gesellschaft für Konjunkturforsechune. 
hrse. v. Dr. E. AUTSCHUL,. neue Folee Heft T. 
Is. Heft «der ganzen Reihe.) 57 8. m. > graph. 
Darstellungen. Leipzie 1935. Hans Buske Verlae, 
P’reis eeh. 9.65 M. 


K. PILIZOTTI, I. ösunzen zudenAÄufeaben 
der Geometrie (Planimetrie. Enene Trirono 
metrie umd Stereometrie) von Dr. W. Lietzmann uni 
Dr. J. Jaroseh. V, und VI. Klasse der Realschulen. 
61 S. m. 28 Fire, im Text. Wien 1932, Verla@e Franz 
Deuticke. Preis zeh. 2.17? M. 


Dr. JOSEF LENSE, o. ö. Prof. (4. Techn, Hoch 
schule München, Reihenentwiekluneen in 
der mathematischen P’hvsik. 178 SS. m. 
30 Abb, Berlin u, Leipzig 1953. Verla@ von Walter 
de Gruyter & Co. Preis 9,50 M. 
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Nachriehten 
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angew., 








K. PILIZOTTI, den Auf 


,ösuneen zu 


raben der Sphärischen Trigonomet rie 
und \nalvtischen (eometrie ler 
bene von Pr. W. Lietzmann und Dr. J. Jarosch, 


»6 SS, m. 


.- 


ealschulen. 


erlao Franz Deutieke. 


VlH. und VI. Klasse der ] 
>14 Fir. im T Wien 1034. 
\. 


l’reis eh. 1.80 


lex 


Jahrbuch des Forschungs Instituts der Allgemeinen 
Klektrieitäts Gesellschaft. Dritter Band 1931/82. 
\bh, Berlin 1953, Verlax Julius Springer, 


>00 =... M 


’rof. Dr. FRANZ BAUR, Rechnerisehe un: 
mathematisch-statistischeHlilfsmitte 
les Meteoroloren. (Sonderdrueck aus Meteoro 
logisches leipzie 1982. 


\kad. 


Dun 


ıl. 
H. 


BLEICH, 


Taschenbuch 
Verlaesees, m. b. 


In®., FRIEDRICH Stahlhoeh 


Dr, 


ha utien. ihre Theorie. Berechnung une bauliche 
Gestaltune, Zweiter Band. V 376 S. m. 509 Abb, 
im Text. Berlin 1953, Verlag von Julius Springer, 
reis veb, 46.50 M. 


NACHRICHTEN 


(iesellschaft für angewandte Mathematik und 
Mechanik. 


Würzbuı 


Hauptversammlung In 


In «der Zeit vom 1%. 22, September fand in 
Wirzbure «lie Hauptversammlung der Gesellschaft 
Innerhalb des wissenschaftliehen Teiles wurden 
I7 Vorträee wehalten: kurze >Selbstreferate sänt 

Vorträre werden im nächsten Heft (der Zeit 
schritt veröffentlicht. Im «der Mitelieiderversamm 
lung. die am 20, September unter Vorsitz von Herrn 
’randtl| 


is 
stiıtl 


ehe) 


abeehalten wurde, eetlachte zunächst (ler 


\ Orsit zeiile der verstorbenen \Mitelieder )>r, l, | sıel 
und Prof. Liehten stein. Nach (dem Berieht (les 
(Geschäftsführers wurden im abeelaufenen Jahr von 


von «(den 


ter Berliner Ortseruppe 0». Prager Mit 
| abgehalten. 


eliedern 4 Vortragessitzungeen während 
die Göttinger Ortseruppe am 6. und 7. Juni die Aero 
Ivnamiktaeune veranstaltete, über «die hier 
wurde), Der Miteliederstand hat sich wenige 
verändert: vevo [11 Miteliedern zu Beeinn 
hatte (lie IIsehaft 444 Mitglieder zu Ende des Ge 
Die Kasseneebarune für (das ‚Jahn 
den Kassenprüfern geprüft und 
befunden worden. Der Kassenbestand be 
September 1955 RM. 2050.30. Der Vor 


sehon Mm 
richtet 
enüber 
(esse 
schäftsjahres. 
1931/32 ist 
Ordnung 
true am D. 


Ill 


Yııı 


ende eab bekannt, dab der 2, Vorsitzende (er (Gi 
sellschaft. Prof. Reissner. umdl der Geschäftsführen 
’rof. v.Mises ihren Rücktritt erklärt haben: die Ver 


sammlung sprach den beiden Herren (len besomileren 


Dank (der Gesellschaft für ihre Tätiekeit aus, Ks 
wurden sodann vewählt: zum 2. Vorsitzenden Prof. 
reift Presilen. um Geschäftsführer Prof, 
(, Weber-Dresden. in «den  Wissenschaftlichen 
\ussehuß an Stelle der ausscheidemden Herren 


Kisner, Noether,. Sehwerin und Trefftz (die Herren 
Prof, Hamel- berlin. Dr. Geekeler-Kiel. Prof. 
Naufmann-München und Prof. E. Pohl- 
hausen-Danzie um als Kassenprüfer (ie Herren 
l’rof bi (‚öttineen umd Dr Fromm - Berlin. 


ZUSCHRIFTEN AN 


Nomogramme für die komplexen 
Wurzeln quadratischer und reduzierter 
kubischer Gleichungen. In Heft 1. Band 19 
dieser Zeitschrift gibt P. Lucekev Verfahren an 
ur nomogzraphischen Bestimmung «ler komplexen 
Wurzeln quwdratischer und reduzierter kubischer 
(Gleichungen. Ein «derartiges Verfahren kann. wie 
einer in «der hollämdlisehen Zeitschrift „De 
veröffentlie) \rbeit vezeiet habe, 
werden. wenn Gleichung 
t. Dazı Gleichnng 


ich in 
Ingenieur 
auch anwewandt 
vierten Grades 


ten 
eine 
vorli l soll lie 


1, Bd. 13,8. IM. 


1] 
°, De Inzenieur 1951 Nı \erslagen \eı 
handelingeen van den Ryks Studiedienst voor de Luehtvaart, 
vi (19831), 8. 89. 


\n steream. Band 


rl el 


Für die Scehriftleitung verantwortlich: Professor 


für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW 21. 


Druck 


von A. 


DEN 


W. Ziekfeldt, Osterwieck 


in Höhe von RM. >». bzw, 


Der Jahresbeitrae wurde 


RM. 12. beibehalten. Die Festsetzune der nächst 
jährieen Versammlung der Gesellsehaft wurde dem 
Vorstamde überlassen. Zum Sehlusse brachte Her 
Trefftz den Dank der Versammlunge an «den bi 


herieen Vorstand. insbesondere an den Vorsitzenden. 


‚um Ausdruck. 


Persönliches. 


nstein rt. Am 21. August veı 
Dipl.-Ing. und Dr. phil. 
ler Mathematik 
war ursprünglich 

der 


soleher 


starb 


on Liehte 
im 6. Lenensjahre 
l.eon Liehtenstein. orıl, 
an der Universität Leipzig, Er 
K\ektroinzenieur im  Kabelwerk Siemens 
Schuekert-Werke und hat Reihe 
wertvoller elektroteehniseher Arbeiten veröffentlieht, 
darunter aueh eine in «dieser Zeitschrift. Sein 
Hauptarbeitsgebiet galt «der reinen Mathematik, 
vor allem der Analysis. Er interessierte sieh beson 
lers für die Mörlichkeiten (der Anwendung 


Professor 


als eine 


streneer 


mordern-analytischer Methoden auf Aufgaben den 
klassischen Hyviromechanik. So verfaßte er vor 


Grundlagen «der Hydro 
Lebenstaeen er 
rotie 


3 


Lehrbuch «der 
meehanik. umd in seinen 
in buch über 


"liüssiekeiten. 


kurzem ein 
letzten 
schien e® Gleicheewichtstieuren 
rendler 

’h. Forehheimer‘r. Im Alter von 8? Jahren 
verstarb Hr. Prof. Dr. Philipp Forchheimer in Wien. 
der bekannte Hydrauliker. der zur Sammlung. 
Siehtung und Ergänzung der hydraulischen Ver 
suchserzebnisse in vielen Arbeiten. vor allem in 
seinem verbreiteten Lehrbuch der Hydraulik. Wert- 
volles beigetragen hat. Er war Professor an der 
Teehnisehen Hochschule in Graz. dann eine Reihe 


von ‚Jahren hindureh Direktor der Technischen 
Hochschule in Konstantinopel gewesen und lebte 
zuletzt im Ruhestand in Wien. 

\m 12. September feierte Herr Prof. Dr. © 


lorv- München seinen 60, Geburtstae, 


HERAUSGEBER 


lerart reduziert werden, «dab einer der Koeftizien 
ten Null wird. während ein amdlerer einen bestimm 


( araıtheo 


ten Wert annimmt. 
\ımsterdam. Mai 1933. (, Konine. 971 
Erwiderung. |): \rhbeit von Herm Koning 


war mir nieht bekannt. Gleiehunzen für «die reellen 
und imaginären Komponenten der komplexen Wur 
‚eln reduzierter kubischer Gleiehunzen werden 
auch benutzt in folgender Arbeit, deren Anführung 
ich nachhole: Fr. Apt. Graphische Bestimmung der 
komplexen Wurzeln einer alzebraischen Gleichung. 


Zeitschr. f, math. u. nat. Unterr. 60 (1920), S. 210 
bis 212. 
Berlin-Dahlem. P.Luckey. 3la 


Dr. von Mises, Berlin NW 87, Sieemundshof 9: 
Copyright 1935 by VDI-Verlag G.m.b. H.. Berlin 
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